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APÊNDICE A – Modelo de duas bandas com não-parabolicidade

Assim como foi discutido na sessão 5, o conhecimento completo da estrutura de
bandas em um semicondutor requer acesso à relação de dispersão E( ~K). Contudo, dada a
complexidade da solução da equação de Schrödinger nesses sistemas, métodos aproximativos
são indispensáveis. Dessa forma, para entendermos o papel da não parabolicidade nas
propriedades eletrônicas, podemos nos restringir aos pontos de alta simetria na zona de
Brillouin (BASTARD, 1990).

O início dessa discussão, da aproximação ~k ·~p já foi realizada anteriormente, todavia,
à título de completeza, o apresentaremos novamente nesse apêndice.

À partir do teorema de Bloch no problema de um elétron sujeito à ação do potencial
cristalino Vc, as autofunções soluções desse Hamiltoniano podem ser escritas como o produto
de ondas planas por funções de Bloch com a periodicidade da rede cristalina (SINGH,
2007)

ψn,k(~r) = ei
~k·~run,k(~r), (A.1)

onde ψn,k = 〈~r|ψ〉 é a projeção do vetor de onda solução da equação de Schrödinger na
base das posições, k é o número de onda e n é o índice de banda (CHUANG; CHUANG,
1995).

Reescrevendo a equação de Schrödinger unidimensional, considerando que o opera-
dor momento linear em uma dimensão é p̂ = −ix̂h̄∂x, de modo que p2 = p̂ · p̂,

Hψn,k(~r) = p̂

2m ·
[(
p̂eikx

)
un,k(~r) + eikx (p̂un,k(~r))

]
+Vceikxun,k(~r) = En,ke

ikxun,k(~r). (A.2)

Atuando a derivada sobre a função exponencial p̂eikx = h̄keikx e considerando que
k é o número de onda,

1
2m

[
h̄2k2un,k + 2h̄(k · p̂)un,k + p2un,k

]
eikx + Vce

ikxun,k = En,ke
ikxun,k. (A.3)

Dessa forma, obtemos uma equação do tipo de Schrödinger para as funções de
Bloch, que pode ser escrita como

(H0 +Hk)un,k = En,kun,k, (A.4)

onde
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H0 = p2

2m + Vc,

Hk = h̄

m
(k · p̂) + h̄2k2

2m .

H0 determina a contribuição de elétron livre do sistema, enquanto que Hk determina
o Hamiltoniano cristalino dependente do número de onda k. Esse segundo termo, na
vizinhança de extremos de bandas, é em geral tratado perturbativamente.

Podemos agora pensar em um sistema com duas bandas interagentes entre si, uma
banda de valência (banda de buraco leve) e uma banda de condução, separadas por um
gap de energia Eg em k = 0, obtido experimentalmente. Nesse modelo, podemos assumir
que o fundo da banda de condução esteja em Ec e o topo da banda de condução em
Ev = Ec − Eg. Dessa forma, os autovalores de H0 são determinados

H0uc,0 = Ecuc,0, (A.5)

H0uv,0 = Evuv,0. (A.6)

A correção das autoenergias com correção em perturbação de primeira ordem é
dada por 〈un,0|Hk|um,0〉 ≡ Hn,m

k , de modo que para duas bandas, temos uma representação
matricial do Hamiltoniano

Ec +Hc,c
k Hc,v

k

Hv,c
k Ev +Hv,v

k

 . (A.7)

Os termos Hc,v
k e Hv,c

k determinam o acoplamento entre as bandas de valência e
de condução e a diagonalização desse Hamiltoniano determina a estrutura de bandas na
vizinhança do centro da primeira zona de Brillouin.

Na aproximação de função envelope e massa efetiva para heteroestruturas se-
micondutoras, podemos reescrever esse modelo de duas bandas de modo que Hc,v

k =
(h̄2/2m∗γ1/2)∂/∂x (LEAVITT, 1991; NELSON; MILLER; KLEINMAN, 1987), onde γ
é um fator que leva em conta a não parabolicidade das bandas devido ao acoplamento
entre elas. Considerando as bandas de condução e de valência com autofunções ψc e ψv,
respectivamente, a equação de Schrödinger assume a forma

 Ec
h̄2

m∗γ1/2
∂
∂x

− h̄2

m∗γ1/2
∂
∂x

Ec− Ef
g

ψc
ψv

 = E

ψc
ψv

 . (A.8)

Nelson e colaboradores (NELSON; MILLER; KLEINMAN, 1987), partiram desse
Hamiltoniano de duas bandas e consideram um modelo empírico no qual as bandas podem
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ser tratadas individualmente, às custas da utilização de uma banda de valência fictícia,
que representa o efeito do acoplamento entre as bandas (LEAVITT, 1991). Nesse modelo
a energia do gap depende do fator de não-parabolicidade

Ef
g = h̄2

2m∗γ . (A.9)

A equação A.8 pode ser escrita como um sistema de duas equações para ψc e ψv

Ecψc + h̄2

m∗γ1/2
∂

∂x
ψv = Eψc (A.10)

− h̄2

m∗γ1/2
∂

∂x
ψc + (Ec− Ef

g )ψv = Eψv (A.11)

Isolando ψv na segunda equação e substituindo na primeira, obtemos

Ecψc + h̄2

m∗γ1/2
∂

∂x

[
h̄2

m∗γ1/2
∂

∂x
ψc

(
1

Ec − Ef
g − E

)]
= Eψc (A.12)

.

Reorganizando os termos, obtemos uma equação do tipo de Schrödinger unidimen-
sional para ψc em termos de uma massa dependente da energia

− h̄2

2m∗(E)
∂2

∂x2ψc + Ecψc = Eψc, (A.13)

onde a massa dependente da energia tem a forma

m∗(E) = m∗
(

1 + E

Ec + Ef
g

)
. (A.14)
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APÊNDICE B – O poço de potencial quântico quadrado finito

O potencial o qual queremos calcular a forma

V (x) =


V0, se x < L/2 (Região II)

0, se − L/2 ≤ x ≤ L/2 (Região I),

V0, se x > −L/2 (Região III)

(B.1)

Na Região I o potencial é zero, logo a equação de Schrödinger independente do
tempo é dada por

− h2

2m
d2ψ

dx2 = Eψ, ou d2ψ

dx2 = −k2
wψ, (B.2)

onde k2
w = 2mE/h2 é real e positivo . A solução a equação é dada por

ψI(x) = A sin (kwx) +B cos (kwx). (B.3)

Levando em consideração a simetria par do potencial, podemos utilizar apenas o
termo do seno sem a perca da generalidade da solução. Na Região II temos que o potencial
é igual a V0, de modo que a equação de Schrödinger e solução ficam respectivamente,

d2ψ

dx2 = −k2
bψ

e

ψII(x) = Ce−kbx +Dekbx,

(B.4)

onde k2
b = 2mb

h2 (V0 − E). Para que a solução não divirja quando x −→ −∞ a constante C
deve ser igual a zero. Logo a solução é dada por

ψII(x) = Ce−kbx. (B.5)

Por último temos a Região III , a qual solução é semelhante a da Região II e dada
por

ψIII(x) = Fe−kbx +Gekbx, onde k2
b = 2mb

h2 (V0 − E), (B.6)

para que esta não divirja quando x −→∞, a constante G deve ser igual a zero. Logo, temos
que a solução geraldo problema é

ψ(x)


Bsen(kwx) Região I

Ce−kbx Região II

Fe−kbx Região III

(B.7)



APÊNDICE B. O poço de potencial quântico quadrado finito 62

O próximo passo é impor as condições de contorno, em que ψ e dψ/dx são contínuas
em −L/2 e L/2. Para x = L/2, temos assim

ψI(L/2) = ψII(L/2) (B.8)

Bsen
(
kwL

2

)
= Ce−kb(L/2). (B.9)

Tomando a derivada,

1
mw

dψI
dx

= 1
mb

dψII
dx

, (B.10)

kw
mw

B cos
(
kwL

2

)
= kb
mb

Ce−kb(L/2) (B.11)

onde a divisão pela massa é feita para garantir a continuidade do fluxo de probabilidade,
conhecida como condição de BenDaniel-Duke. Dividindo a equação B.11 pela equação B.9,
obtemos

tan
(
kwL

2

)
= mw

mb

kb
kw
, (B.12)

onde se considerarmos kb = α, reobtemos a equação 7.2.
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APÊNDICE C – Solução da equação transcendental para o poço quântico
finito

Embora a equação transcendental 7.2 seja uma solução analítica para a equação de
Schrödinger unidimensional para o poço quadrado finito, utilizamos um tratamento numé-
rico para a energia dos estados ligados nesse poço. Para uma maior clareza, rescreveremos
a equação 7.2, nas formas

g(E) =

√
(2mb(V − E))/h̄2√

(2mwE)/h̄2

mw

mb

(C.1)

e

f(E) = tan

√

(2mwE)/h̄2Lw

2

 . (C.2)

onde g(E) = f(E). Os termos h̄, mb, mw, Lw e V são constantes conhecidas. A figura 12
representa graficamente as duas equações (C.2 e C.1), onde a equação C.1 é a linha azul e
a equação C.2 a linha laranja. Quando estas duas curvas se cruzam, (f(E) = g(E)) temos
os valores de energia para os quais a equação 7.2 é válida.

Logo, o objetivo dessa equação é encontrar as energias (E) que igualem ambos os
lados da equação.

Para encontrar os valores que validam a equação, construímos vetores discretos
destas funções, tal que f(Ei) = fi e g(Ei) = gi (onde i = 1, 2, 3...N) são os pontos numa
grade de valores equidistantes de energia, separados por ∆E

Ei = E0 + i∆E. (C.3)

Em seguida subtraímos fi de g(i) para todos os pontos da grade i, isto é

fi − gi = ti,

e, posteriormente, multiplicamos ti pelo seu sucessor ti+1, de forma que

ti · ti+1 = Ai. (C.4)

Sendo assim, quando o valor de Ai inverte seu o sinal, sabemos que as vetores se
cruzaram e obtemos os valores de energia que validam equação 7.2.
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Figura 12 – Representação das funções cuja intersecção determina as autoenergias do poço de
de potencial finito, solução da equação transcendental 7.2.

Fonte: do autor.

Para melhorar a precisão dos resultados, após encontrarmos um ponto onde a
inversão de sinal ocorre, voltamos ao ponto anterior, refinamos a grade (reduzindo ∆E) e
realizamos mais uma vez a busca.

Executamos esse algoritmo até que a diferença entre os valores de energia obtidos
entre passos consecutivos seja menor que um limite pré-determinado.


