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RESUMO

Este trabalho tem como proposta o estudo das ondas gravitacionais no modelo de Starobinsky
de ordem superior. A partir da integral de acdo de Starobinsky de ordem superior € possivel
deduzir as equagdes de campo para este modelo. Através da aproximacgdo de campo fraco,
constréem-se as equacdes linearizadas, que sdo de sexta ordem. Campos escalares sdo
introduzidos com a proposta de redugao da ordem das equacdes diferenciais, resultando em trés
equagdes com derivadas de segunda ordem. Uma equagdo tensorial que possui solugdo
conhecida; e outras duas equagdes dependentes dos campos escalares, que sao resolvidas com
funcdo de Green. A solucao destas equacdes nos leva a caracterizagdo das ondas gravitacionais

em nosso modelo de gravidade modificada.

Palavras-chave: Ondas Gravitacionais. Gravita¢ao de ordem superior.



ABSTRACT

This work proposes the study of gravitational waves in the higher order Starobinsky model.
Starting from higher order Starobinsky action, it is possible to deduce the field equations for
this gravitational theory. Through the weak field approximation, linearized equations of sixth
order derivatives are constructed. Scalar fields are introduced with the proposal to reduce the
order of the differential equations and lead us to three second-order differential equations. One
tensor equation with known solution; two equations with dependency of scalar fields, which
are solved by Green funciton. The solution of these equations lead us to the characterization of

gravitational waves in our modified gravity model.

Keywords: Gravitational Waves. Higher order gravity
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Notacoes e Convencoes

As notacoes utilizadas neste trabalho sao:
Assinatura da métrica:
N = diag (—1,+1,+1,+1) .

Tensor de Riemann:

R 5 =0.4, —0sll, + T4 TS — Fﬁ’*pf‘o’fy .

Tensor de Ricci:

Ry = R%, = 000 — 0,08, + T2, —To0f

pov apt vp vpT ap

Escalar de Curvatura:

R=R!=g"R,,.

Tensor de Einstein:

Guw=Ru—-gul.

D’Alembertiano:

0=V, V' =¢"V,V,,

exceto onde for explicitado.
Indices gregos variam de 0 a 3 e os indices latinos variam de 1 a 3.

A constante y aparece neste trabalho e é definida como:

_ 8nG
X = 04 .
Definicao de notacao de derivada:
0
Op = —



1 INTRODUCAO

Em 1687, Philosophiae Naturalis Principia Mathematica é publicado pelo Sir Isaac Newton
(NEWTON, 1871), e com essa publica¢do nasce o primeiro entendimento cientifico da gra-
vitagao. Newton propos que a gravidade poderia ser compreendida como uma forca entre
corpos. Essa forca, sempre atrativa, é proporcional ao produto das massas e inversamente
proporcional ao quadrado da distancia que separam os corpos. Porém, Newton nao explicou
a natureza da gravitagao. Essa compreensao s6 foi desenvolvida com a publicacao dos tra-
balhos de Relatividade Geral de Einstein (EINSTEIN, 1916). A partir de 1916, passamos
a entender a gravidade como um efeito da curvatura do espaco-tempo! que, por sua vez,
ocorre como consequéncia da presenca da massa na regiao. Desta forma, podemos considerar
a gravitagao como um fendmeno geométrico.

Uma analogia interessante da teoria é imaginar a geometria de um tecido, ou seja, uma
projecao bidimensional do espaco-tempo. Suponhamos que este tecido seja elastico e esteja
esticado; entao, é colocada sobre ele uma massa, digamos, uma bola de boliche. A consequén-
cia sera uma deformagao deste tecido. O entorno da bola de boliche passa a apresentar uma
curvatura, uma depressao. Esta deformagao passara a ser entendida como a gravidade no
ambito do espago-tempo.

Uma outra analogia: podemos imaginar um lago perfeitamente estatico, cuja superficie
passa a sofrer uma deformagao causada pela queda de uma pedra. A perturbacao acontece
na forma de ondas concéntricas ao ponto de colisao com o lago. Essa analogia ondulatoria
poderia ser aplicada ao espago-tempo? As equacoes de Einstein afirmam com razoabilidade
que sim. As ondas propagadas no espago-tempo sao chamadas de ondas gravitacionais, nas
quais este trabalho é focado.

A observagao indireta das ondas gravitacionais (OGs) veio com o trabalho de Hulse e
Taylor sobre o estudo do sistema binario PSR B1913+16 (HULSE; TAYLOR, 1975). O sis-
tema binério, em questao, é formado por um pulsar e uma outra estrela de néutrons que
circulam com respeito ao centro de massa. Os parametros orbitais de PSR B1913+4-16 podem
ser entendidos como uma evidéncia da emissao das ondas gravitacionais, pois o decaimento
orbital do sistema entra em concordancia com a perda energética pelas OGs emitidas (WEIS-
BERG; TAYLOR, 2005). Joseph Taylor e Russell Hulse dividiram o prémio Nobel em 1993
pela “descoberta de um novo tipo de pulsar que abriu novas possibilidades para o estudo da
gravitacao”.

A deteccao direta das OGs s6 veio em 2015, apos 25 anos da autorizacao para a construcao

10O termo espago-tempo é entendido como a combinacdo das trés coordenadas espaciais com a coordenada
temporal.
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do Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory (LIGO). O LIGO foi construido
para detectar variagoes espaciais causadas pela passagem de uma onda gravitacional: a
razao entre deformagao no interferémetro e o comprimento do percurso do feixe de lazer
no interferometro, chamado strain, é da ordem de 10723, o que contrasta com o tamanho
do brago do interferébmetro medindo 4km de comprimento. As dificuldades tecnologicas
associadas fizeram com que a deteccao das ondas gravitacionais fosse realizada somente em
tempos recentes quando da coalescéncia de dois buracos negros (ABBOTT et al., 2016).

A teoria da Relatividade Geral (RG) tem se mostrado capaz de explicar, com grande éxito,
todos os eventos astrofisicos recentes. Porém, a cosmologia (RYDEN, 2003) da-nos indicios
de que a RG nao é a teoria definitiva da gravitacao. A falta de sucesso na quantizacao da
teoria da RG corrobora com o argumento de que ela ndo é uma teoria completa (UTTYAMA,;
DEWITT, 1962; STELLE, 1977, HOOFT; VELTMAN, 1974; WOODARD, 2015).

A RG foi a teoria que nos trouxe o entendimento quantitativo de fenémenos como o desvio
do periélio de Mercirio; que previu de forma assertiva a deflexdo dos raios de luz (LENZI;
POMPEIA; STUDART, 2019); e, ainda, que indicou existéncia de ondas gravitacionais e
buracos negros. Contudo, trata-se de uma teoria que apresenta problemas ao explicar o
universo primordial (KOLB; TURNER, 1994) e também o universo recente (AMENDOLA;
TSUJIKAWA, 2010). A gravitagao ¢ essencialmente atrativa, tanto na teoria newtoniana
como na RG; sendo assim, como explicar a expansao acelerada observada no universo atual?
Duas hipoéteses surgem como tentativa de explicar essa questao: ou existe uma substancia
cuja natureza nao conhecemos, chamada energia escura; ou, entao, a interacao gravitacional
ainda nao é plenamente explicada pela RG.

Neste trabalho nao entraremos no campo da cosmologia, mas iremos admitir que as
interagoes gravitacionais nao sao descritas de forma definitiva pela RG. Isso leva & necessidade
de uma teoria de gravitacao mais geral do que a proposta por Albert Einstein. Nesse sentido,
utilizaremos um modelo de ordem superior abordado em estudos recentes (CUZINATTO et
al., 2011; 2015), chamado de gravitagao de Starobinsky de ordem superior. Construiremos
as equagoes de campo de Starobinsky de ordem superior a partir da agao:

S = 1L d*z/—g <R + LR2 + ﬁ—%v#Rv“R) , (1)

c2x 2K 2Kg
onde, ¢ é a velocidade da luz; x é a constante gravitacional de Einstein; g = det (g,,) é
o determinante da métrica g,,; ko e [y sao constantes de acoplamento para os termos de
Starobinsky e para o termo de ordem superior, respectivamente. O termo R? é referente a
contribui¢ao dada por Starobinsky ao estudo da inflacao césmica, descrevendo alguns dos

efeitos gravitacionais quanticos no universo primordial (STAROBINSKY, 1980). O termo
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V,RV*R & inspirado na contribui¢ao de Podolsky para a eletrodinamica generalizada; sendo
este, 0 nosso termo de ordem superior.?

A construgao das equagoes de campo de Starobinsky de ordem superior (ou de Starobinsky-
Podolsky) deriva da Eq. (1), e segue os passos da dissertacao de Neto (SILVA NETO, 2018).
Os resultados sao apresentados na Segao 4.1 e derivados com detalhes no Apéndice D. Na Se-
¢ao 4.2 procedemos com a construgao da teoria linearizada de Starobinsky de ordem superior
a partir das equagoes de campo. Entao, na Segao 4.3, inciamos a construcao das solugoes de
ondas gravitacionais para este modelo.

O corpo desta dissertacao é compreendida em trés partes: sintese da Relatividade Geral
(Segao 2), estudo das ondas gravitacionais na Relatividade Geral (Secao 3), e o estudo das

ondas gravitacionais no modelo de Starobinsky de ordem superior (Segao 4).

2A denominacio de ordem superior é devida ao fato de V., RV#*R envolver derivadas de terceira ordem
da métrica.
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2 SINTESE DA RELATIVIDADE GERAL

Einstein propds generalizar o seu trabalho da Relatividade Especial, no qual se estudava o
movimento nao acelerado, ou seja, o movimento de um corpo livre de forgas externas (WALD,
1984). Em 1916, Einstein tornou publico o seu trabalho que foi definitivamente aceito a partir
de 1919 com a confirmacao da previsao da deflexao da luz em um campo gravitacional.

O desvio dos raios de luz num campo gravitacional também é predito no regime da
gravitagao newtoniana, assunto que foi investigado desde o séc XVII. O primeiro estudo
publicado sobre o desvio da luz no entorno do Sol foi feito por Johann von Soldner, em
1801, porém, Cavendish havia pesquisado — mas nao publicado — a deflexao da luz em
tempos anteriores e chegado ao resultado que ficou conhecido como o valor newtoniano, o
qual é a metade da angulacao predita pela RG. J& John Michell extremizou esses conceitos.
Ele propos, em seus estudos, que uma estrela demaziadamente massiva poderia ter uma
velocidade de escape superior a da préopria luz. Por consequéncia, a luz retornaria a estrela
devido a sua atragao gravitacional, ou seja, este seria o primeiro conceito de um buraco negro.
Esses estudos surgiram para responder a questao feita por Newton em seu livro Optica sobre
a possibilidade do desvio da luz sob efeito gravitacional. (LENZI; POMPEIA; STUDART,
2019). Em fungao disso, foi proposto o experimento de fotografar o eclipse solar e verificar se
as posigoes das estrelas estavam em seus lugares esperados, de acordo com o entendimento
da época, ou se a luz desviava ao passar perto do Sol (RYDER, 2009). Se o desvio ocorresse,
as estrelas seriam visiveis, caso contrério elas estariam ocultadas pelo Sol. Duas expedicoes
comprovaram o desvio da luz. Uma delas, no Brasil, em Sobral-CE, sendo chefiada por
Andrew Crommelin, e a outra em Ilha do Principe na Africa, chefiada por Arthur Eddington
(EDDINGTON et al., 1920; SCHUTZ, 2009; CRISPINO, 2019; CRISPINO; LIMA, 2017).
Além do desvio dos raios de luz, também o desvio das linhas espectrais e ainda, o famoso
desvio do periélio do Mercirio figuram como os trés testes classicos — e bem sucedidos —
da teoria de Einstein (CARROLL, 2014).

2.1 PRINCIPIO DE EQUIVALENCIA

A Relatividade Geral, como ja afirmado, nasce para generalizar a Relatividade Especial visto
que esta nao lida com referenciais nao-inerciais. Localmente, a aceleracao de um referencial
nao-inercial pode ser entendida como um campo gravitacional. Este é o Principio de Equiva-
léncia, ou o principio da indistinguibilidade: é impossivel, por meio de qualquer experimento
da mecéanica, distinguir entre um campo gravitacional e um sistema referencial acelerado
(RYDER, 2009).

Porém, a afirmacao de que um referencial acelerado nao possui distincao de um campo

14



gravitacional s6 pode ser verdade se a massa gravitacional, m,, for igual a massa inercial,

m;. A massa inercial é a constante que proporciona a igualdade entre aceleracao e forca,

F =m;a, (2)

ou em outras palavras, indica a resisténcia de um corpo a aceleracao. Por sua vez, a massa
gravitacional é a que mensura a interacao entre uma particula e um campo gravitacional

aproximadamente constante, como aquele proximo & superficie da Terra,

F=mg. (3)

Supondo que uma particula esta sujeita apenas a forca gravitacional, podemos igualar as
Egs. (2) e (3), obtendo

Assim, para que a aceleracao a reproduza g, o termo em parénteses deve ser igual a um.

Logo,

Com essa relacao, a afirmacao de que a aceleragao gravitacional pode ser localmente iden-
tificada como uma aceleracao ordinéria procede. O experimento de Edétvos mediu que a
igualdade entre as massas inercial e gravitacional ¢ respeitada com uma precisao de uma
parte em 102 (DE SABBATA; GASPERINI, 1985; ACEVEDO; MORAIS; PIMENTEL,
2019).

O Principio de Equivaléncia requer, em tltima instancia, que as leis fisicas sejam escri-
tas em termos de objetos mateméticos que sejam independentes do referéncial particular

escolhido na descri¢ao do fendémeno sob estudo. Esses objetos sao os tensores.

2.2 TENSORES E METRICA

Para construir equagoes fisicas que sao invariantes sob transformacoes gerais de coordenadas,
precisamos saber como as quantidades que aparecem nessas equagoes se comportam sob estas
transformagoes (WEINBERG, 1982). O caso mais simples dessa invariancia é o dos escalares.
Um exemplo dessa classe é o elemento de linha. O elemento de linha é importante para a RG
porque ele é entendido como o quadrado de um comprimento infinitesimal no espago-tempo.

Sua expressao,

15



ds® = g, dxtdz” (5)

envolve a métrica g,,, — um tensor de rank dois; dz* e dx” sao os diferenciais das coordenadas,
e é valido a convenc¢ao de soma de Einstein: indices repetidos sao somados sempre que um
aparecer na posicao inferior e o outro, na posi¢ao superior.

Iniciemos com um quadrivetor arbitrario X que pode ser escrito como:

X = z2'e,, (6)

onde z* sao as componentes de X na base versorial e,. O produto escalar de dois quadrive-
tores X ¢ dado por:

X X = (ate,) - (ze,) = a'2" (e, -e,) .

Por outro lado, definimos

2 v
X = gpata”.

Comparando as duas ultimas equacoes, temos que:

€L € = Guv, (7)

assim, a métrica é, matematicamente, o produto escalar entre dois elementos da base. A
métrica tem uma importancia fisica fundamental, pois é ela que desempenha o papel do

potencial gravitacional na RG. Da relagao (7) e da Eq. (6), podemos escrever ainda que

r,=X-e,=1"(e,-€e,) = gur’. (8)

Da relac¢ao (8) vemos que a métrica tem a propriedade de abaixar indices. Na transforma-
¢ao da Eq. (8) temos componentes do vetor X com indice em cima, x”, componentes do
mesmo vetor com indices embaixo, z,, além da métrica, g,,. As componentes com indice
em cima estao associadas a tensores contravariantes, e as componentes com indice embaixo
estao associadas a tensores covariantes. Sendo assim, é necessario compreender o que é um
tensor covariante e um tensor contravariante. Comecemos da regra de diferenciacao para as

coordenadas z'* = x'*(z"):

ox?

Da Eq. (9) temos a definigdo de um vetor contravariante como o objeto que se transforma

dx'™ = dz" 9)

como dz'*:
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ox'™
v =Sy 10
e (10)

Para definirmos um vetor covariante, comecemos com uma fungao escalar ¢ = (z,y, z,1).

A derivada dessa fungao em relacao a uma das quatro coordenadas pode ser escritacomo:

¢
fan ¥
Pela regra da cadeia, temos ainda:
dp  0x” Oy
ox'm — Qa'm O
Podemos definir um vetor covariante como o objeto que se transforma como a_i%:
ox"”
/ —_—
V,= Er V,. (11)

Com as transformagoes expressas nas Egs. (10) e (11) podemos construir outros objetos mais
gerais. Um exemplo dessa construgdo é um tensor contravariante de ordem dois (ou rank
dois) que, sob a mudanga de coordenadas = — ', transforma-se como a justaposi¢ao de dois
) )
vetores covariantes, ou seja, como:
ox'* Oz
AP = —— ArT. (12)
OxP 0x°

Faz-se necessario observar que um tensor contravariante de ordem dois possui indices em

cima, j4 um tensor covariante possui indices embaixo, com os elementos de transformacao

seguindo a estrutura da Eq. (11):

O0z” Ox°
!/
w = i g (13)
Um tensor misto de ordem dois combina as caracteristicas de (12) e (13), i.e.
A = ox™ Oz (14)

 Oxp Qa7

A forma mais geral da transformacao de um tensor de ordem qualquer é dada pela gena-
ralizagdo da Eq. (14), onde temos uma combinagao da lei de transformagao de tensores

contravariantes com a de tensores covariantes:®

3 A métrica é um tensor de rank dois. Os vetores sdo chamados de tensores de rank um e escalares, tensores
de rank zero.
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o' 9" dx>  0x° ., ,
AT, (15)

com m indices covariantes, de A\ a k; e n indices contravariantes, de p a v. Algumas propri-

..v __
A)\...n -

edades algébricas dos tensores sao:

1. Combinacao linear
Ot = a4 DB

K

2. Produto (ou combinacdo por justaposi¢io):*

C;;,\I; — AH"'VB)\“.,Q )

3. Contragao
¢, =0Cy,.

4. Abaixar e subir indices usando a métrica g,, e a métrica inversa g":

QWCW = Cl/7
§vC, = C" .

Isso é uma generalizagao do que ocorre em (8) e depende da propriedade de reciproci-
dade da métrica, qual seja:

guygyp - 6Z .

O termo 6% ¢ o stmbolo de Kronecker: vale zero se p # p e vale um se p = p.

5. Se um tensor é nulo em um ponto, ele sera nulo em todos os pontos. Isso decorre da
Eq. (15)

Da Eq. (10), observa-se que um vetor A” pode ser escrito em funcao de AY; o contrério
também é verdade. Aplicando uma lei de transformacao inversa obtém-se A” em funcao de
A", Para tanto, é necessario obter uma matriz identidade no lado direito da Eq. (10), o que

ocorre quando obtemos um delta do lado direito. Temos:

ox'* Ozt 5

oxv Oz V7

Entao, multiplicando a Eq. (10) pelo fator g;,i ficamos com:

4Um caso particular é: o produto de dois tensor de rank um (vetores) gera um tensor de rank dois.

18



v ViV

/ f Vdv

N X4 dx

Two vector fields are defined at the point x + dx; V + 8V is parallel to V.

Figura 1: Vetor calculado no ponto = + dx e vetor que sofreu transporte paralelo (RYDER,
2009).

Oxt
ox'H

Tomando a diferenciagao da Eq. (16), temos:

3 3 3
dAS = d (ai/w) _d <0$ ) Ay ailudA’“,

At = AS (16)

5

ox' ox' ox
portanto:
o [0zt ozt
£ _ v Alp [
dAs = BT (83:’“) dz" A" + (89@’#) dA™ . (17)
Observe o primeiro termo do lado direito dessa equagao. Como, em geral,
02zt
Ox'v Ox'r 70, (18)

percebemos que o diferencial de um vetor contravariante nao se transforma como um vetor
contravariante — compare com a Eq. (10).

Para construirmos uma derivada que se transforme como um tensor genuino, devemos,
primeiramente, tomar a diferenca entre dois vetores no mesmo ponto. Tomemos o vetor V,
este é calculado no ponto x. A seguir, consideremos o ponto vizinho x + dx, e os seguintes
dois vetores: um, V+dV e o outro, V40V — vide Fig.1. O primeiro é o vetor V calculado
no ponto x+dx e o segundo é o vetor V que sofreu um transporte paralelo até o ponto x +dx
(RYDER, 2009), o transporte paralelo mantém constante a angula¢do do vetor com respeito

a tangente superficie ponto-a-ponto. A diferenga entre eles é dada por:

DVH = (VF 4 dVH*) — (VF + §VH) = dVF — 5V | (19)

A diferenciagao s6 faz sentido se x puder ser expresso como fungdo de z’, ou seja, se x = x(2’) tal que
existe 22
Ox'H
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Para que DV* seja um vetor contravariante, essa quantidade deve seguir a lei transformagcao
da Eq. (16):

oxt
8:(;/1/

Para isso, o termo 6V¥ deve anular o termo extra em (17). Inspirados pela forma deste termo

DVH =

(DV")" . (20)

propomos o ansatz:

SVY = T Voda? . (21)

Calcularemos os simbolos de Christoffel®, I';,, para que a Eq. (20) seja satisfeita. Essa tarefa
passa, como veremos abaixo, por analisar a lei de transformagao de I'y, e averiguar se esse

objeto é um tensor. Substituindo (21) em (19):

DVY = dV¥ + T2V da’ . (22)
Ao substituir a relagao (22) em (20), ficamos com:

oz
833'”/

e aplicando, na sequéncia, a Eq. (17) torna-se:

dVF 4 TLVoda? = —— (V" + T2V da’?)

Pav e 0 wireqp Ot Ozt
—(9:E’°'3:L"“d$ V +—ax/udv +I',,V7dz —@dv +ax’”

teremos, apdés manipulagoes algébricas, que a transformacao dos simbolos de Christoffel é

vy slo p
Loveda?,

dada por:

,, Oz &Pt ox" dxt Az _
AT gk Qx Oz’ Ok Ox'e DN PE

A Eq. (23) ¢ chamada de lei de transformacao dos simbolos de Christoffel. Ela nos

(23)

diz que os simbolos de Christoffel nao é um tensor, pois a sua transformagao nao é regida
estruturalmente pela Eq. (15).
Com a Eq. (23), a lei de transformacao de DV# dada pela Eq. (20) satisfaz a Eq. (10).

De fato, usando as regras de transformacao inversa no lado direito de

6Existem alguns tipos de conexdo na geometria. Conexdes sdo objetos que permitem o transporte de
vetores (dentre outros objetos) ao longo de uma curva na variedade. Para a geometria riemanniana, onde a
esta inserida a RG, a conexao usada é os simbolos de Christoffel. Em momentos do nosso texto, usaremos
a palavra conexao designando os simbolos de Christoffel, o que é licito porque trabalhamos sempre com a
variedade riemanniana, mesmo no modelo de Starobinsky de ordem superior. Porém, em geral, conexao e
simbolos de Christoffel ndo s@o sinonimos.
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DVF =dVF+T 2 Voda?,

temos:

o ([ Oxt Ox 0x? OxP
T 1wy rla I “w el vl bt O\
DV = o= ( 8x’0‘) A" V"™ + ( ax,a) v’ +TL < oV ) < orda )

a2xu U2 walel axﬂ I axa axp e’ /
= (—8x”’8x’a) dz" V" + (8:6’0‘) v’ + {F;; (8:1:’0‘) ((%’A)} V'da"™ .

Renomeando indices e empregando (23), temos:

DV# = ( ot ) da V" 4 (83:“

« ozt vy/la A 821’# « A
pRvET o) W+ | (0w v - o vear|

ax/l/ aa:’)‘ﬁx’a
O primeiro e o ultimo termo se cancelam. Logo,

oxt
(91:”’

DV# = ( ) [dV" + T 5V *da"]

/ .
Reconhecemos o termo em colchetes como (DV)". Assim:

i
- (32) s

que esta em conformidade com a Eq. (20).

Passamos agora para a definicdo de uma derivada covariante. Podemos reescrever a Eq.
(22) como:
v

v p VYO .0
DVY = 50 da? + T V7da”,

ou

ovY
v o__ v o p
DV = (_8:cp + 1,V )dw .

Definimos como derivada covariante de um vetor V¥ como o argumento nos parénteses na
equacao acima, i.e.
Dvv  ov¥
v __ o 178 d
vV, V¥ = praialy v +TVe. (24)

A derivada covariante de um vetor se comporta como um tensor. Sua lei de transformagao

é, portanto, dada por:
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L, Ox¥ 0x'7 ey
V, V¥ = afﬁﬁ(vgﬁ/ )

Por analogia a Eq. (24), podemos generalizar a derivagado covariante para tensores de

ranks maiores. Por exemplo, tomemos um tensor de rank dois misto, V,”; a sua derivada

covariante é:

V.V =0,V -TrV +T, VI (25)

Um caso interessante da derivada covariante é aquele em que o tensor é covariantemente
conservado, ou seja, aquele no qual a sua derivada covariante é nula. Isso acontece para a

métrica:

Vg = 0. (26)

A Eq. (26) é chamada de postulado de metricidade da Relatividade Geral.

Agora, vamos escrever (26) explicitamente usando a Eq. (25):

VoG = G = U gor — U guo = 0. (27)

Tomando as permutagcoes ciclicas dos indices nao-contraidos, teremos:

Voduw = G — U900 —U),900 =0,
VoG = OGpu — L 9on — U900 = 0, (28)
Vigve = Ougvp — L' 0900 — T'\00900 = 0.

Muliplicando a primeira equagao por (1/2) e as outras por (—1/2) e somando:

1
5 (al/gpﬂ + augl/p - apg;w) )

onde usamos o fato de que os simbolos de Christoffel e a métrica sao simétricos nos indices

F,/(Lgpo =

inferiores: T'J = I'7, e g = guu. Aplicando a métrica contravariante, que também é

simétrica, em ambos lados da equacao acima, teremos finalmente:

1
§g)\p (al/gp,u + a,ung - 8pg/,u/) . (29)

A Eq. (29) é chamada de simbolos de Christoffel. Ela pode ser representada também por

A
Ly =

FJL = ,’/\M} e desempenha um papel crucial na equagao da geodésica (ADLER, et al., 1975).
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2.3 EQUACAO DA GEODESICA

O conceito de que a menor distancia entre dois pontos é dada por uma reta é valido quando
se estd no espacgo euclidiano, ou seja, na geometria plana. Porém, a Relatividade Geral é
estabelecida na geometria riemanniana, de modo que o conceito da reta nao permanece como
a distancia mais curta entre dois pontos e, portanto, introduz-se o conceito da geodésica.

A equagao da geodésica é uma consequéncia da seguinte variagao (DE SABBATA; GAS-
PERINI, 1985):

5/d5:0, (30)

onde ds ¢ a raiz quadrada do elemento de linha, ou seja, ds = \/W .

Suponhamos que uma particula esteja sujeita a um campo gravitacional. A trajetoria da
particula é caracterizada pela equagao de movimento resultante do principio variacional da
Eq. (30). A equagao da geodésica é a trajetoria de minima agao entre dois eventos no espago-

tempo. Da Eq. (30), recorre diretamente que seja satisfeita a equagao de Euler-Lagrange
(DE SABBATA; GASPERINI, 1985):

i 0 ( V g/“’j:ujjy) o 9 ( V gﬂl’i‘#i‘l/) =0 (31)
ds P oz ’

onde definimos:
o dat
ds

E mais conveniente, do ponto de vista computacional, usar (g,,4"2") em vez de (, / gw,:'c/*:i:”)

(32)

na Eq. (31). A construgao e explica¢ao dessa permutagao de termos pode ser conferida em
(DE SABBATA; GASPERINI, 1985). Assim a resolugao da Eq. (31) é equivalente a:

d [0(guwats”)] O (gui'd”)
ds [ P P =0 (33)

Abrindo as derivadas na Eq. (33), temos:

dx¥ dg,, . . e
ZEﬁw“ +29,, 3" — (Opgp) "2 =0,
ou
. | e
Gpu®! 4 Oy gputta” — 5 (0pguw) TH2” = 0. (34)

Observamos que:
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. N 1 . 2 1 : sV
Oy gt =5 G put T —|—§8ﬂgpym“m . (35)

Substituindo a Eq. (35) em (34) e reagrupando os termos convenientemente, obtém-se:

. 1 e
Gput" + 92 (OuGpv + Ougpp — Opgpw) B3 = 0. (36)

Ao aplicar g™ na Eq. (36), chega-se & equagao da geodésica:

P+ Dt =0, (37)

onde I' pf\y sao os simbolos de Christoffel definidos como:

1
FM)\V - §g/\p (0ugpr + OvGpp — OpGunr) - (38)

Se estivéssemos no espago euclidiano, a Eq. (37) se reduziria para

pois, nesse caso, 0,0, = Ouf, = 0 (a0 usarmos coordenadas cartesianas). Em outras
palavras, a geodésica se reduz para uma equacao de reta. Assim, a equacao da geodésica

pode ser entendida como uma generalizagao da nogao de uma “linha reta”.

2.4 TENSOR DE CURVATURA, TENSOR DE RICCI E O ESCA-
LAR DE CURVATURA

A curvatura é de suma importancia na Relatividade Geral, pois o campo gravitacional é des-
crito pela curvatura do espaco-tempo. O elemento de linha, que mede a distancia quadratica
infinitesimal, ds* = g, da*dz", é dependente do tensor métrico g,, = g,,(x), 0 qual passa a
ser compreendido na RG como sinénimo de campo gravitacional. O tensor necessério para a
construcao das equagoes de Einstein é dependente do tensor g,,. Este tensor, que recebe o

nome de tensor de curvatura, ou ainda, de tensor de Riemann é um objeto de quatro indices,

(6%
Buv:

Um modo para a construgao do tensor de Riemann é efetuar o comutador de duas deri-

vadas covariantes,

R, sA” = [Va, V] A" (39)

Definimos a derivada covariante V,, nas Eqgs. (24) e (25). De fato, calculando o comutador,
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temos:

[Va, V]| A* = (Vo Vs — V5V, AY =V, (VgA*) — V5 (V,AY) (40)

onde,

Vo (VgAY) =0, (6514“ + F;UA”) + T, (8/314’) + FﬁpyA”) — Fcfﬁ (8pA“ + Fpﬁ‘,A”) . (41)
Fazendo as devidas substituicoes é obtido,

R A" = [V, Vg A¥ = (9,0}, — 0501, + TETS —THT L) A

pTav

O termo que se encontra dentro dos parénteses da equacao acima é chamado de tensor de
Riemann, ou tensor de curvatura:

R 5=0al4, — 0L, + T LTS, — Fé;‘pl“ofu . (42)

Se o tensor de Riemann, que descreve a curvatura, for tomado no espago-tempo de Min-
kowski, o seu valor sera zero, pois os simbolos de Christoffel, que esté presente na defini¢ao do
tensor, depende das derivadas do tensor métrico. No espago-tempo plano, o tensor métrico é
substituido pelo tensor de Minkowski, ou seja, g, — 7, onde 7, = diag(—1,+1,+1,+1)
em coordenadas cartesianas.” Logo, as derivadas do tensor métrico sao nulas para as co-
ordenadas cartesianas, 0,1, = 0, implicando em simbolos de Christoffel nulos. Assim, no
espago-tempo de Minkowski, R‘;aﬁ = 0. Enfatiza-se que no espago-tempo curvo nao é possi-
vel eliminar o tensor de curvatura, pois mesmo que localmente haja simbolos de Christoffel
nulos, as suas derivadas nao o serdao (DE SABBATA; GASPERINI, 1985). Porém, quando o

tensor é nulo em um ponto, ele é nulo em todo o espaco.

n

Como tensor, R

op Pode ter qualquer indice abaixado e levantado pela métrica, podemos
escrever R’f/aﬁ = g" Ryyap. Com essa forma, depreendem-se algumas propriedades interes-

santes:

1. Ry,ap € antissimétrico no primeiro par de indices

R)\lzaﬂ = _Rz//\a,B .

"Mesmo no espaco-tempo plano, é possivel escolher um sistema de coordenadas que leve aos simbolos de
Christoffel nao nulos. Esse é o caso, por exemplo, quando se adotam coordenadas esféricas no espago-tempo
plano. Todavia, ao calcularmos R‘iaﬁ usando (42) obteremos zero como resultado. Conclusdo: um espago-
tempo plano sempre tera curvatura nula independentemente do sistema de coordenadas escolhido, por mais
exotico que este seja. Por essa razao, na maioria das vezes, é mais facil adotar as coordenadas cartesianas na
circunstancia em que trabalhamos com o espago-tempo plano.
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2. Ryyap € antissimétrico no dltimo par de indices
Ryvap = —Ryga -
3. Ryvap € invariante sob a permutagao do primeiro par com o tltimo par de indices
Ryvap = Rapav -

4. A soma da permutacao ciclica dos tltimos trés indices de Ry, s € nula®

R)\Vaﬁ + R)\,Bua + R)\a,BV =0.

5. E valida a identidade de Bianchi

VoRywap + ViRpuap + VuRypas =0,

onde ha uma permutacao ciclica entre o indice da derivada covariante e os dois primeiros
indices do tensor Ry,qz.

Duas contragoes tteis que originam-se do tensor de curvatura sao: tensor de Ricci e o
escalar de curvatura. Define-se o tensor de Ricci como a contragao do primeiro indice com o

terceiro indice, assim obtém-se um tensor simétrico de ordem dois.

R\, =R.=R,. (43)

.2
O escalar de curvatura é o trago do tensor de Ricci,

g“R, =R!=R. (44)

Uma forma 1til da identidade de Bianchi vem da dupla contracao com a métrica inversa:

0= gyﬁgap (VoRuwas + ViRpuap + VulRpap)
= VR, +V°R,5 — V,.R.

Renomeando o indice mudo § — «; e posteriormente, por estética, renomeando o — v e,

8 Alternativamente, pode-se escrever a identidade com com o primeiro indice levantado

RP:/aﬁ—‘V_RMya"_RM :0.

afv
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finalmente, divindo a equacao por dois, obtém-se:

1
V'R = 5V, R =0,

ou,

1
\Vad (RNV - ng/R) =0.

O termo em parénteses ¢ definido como o tensor de Einstein, G, = R, — % g R. Isso mostra

que o tensor de Einstein é covariantemente conservado, ou seja,

V'G =0. (45)

Essa equacao é chamada de identidade de Bianchi contraida. As equacoes de Einstein sao

construidas com a Eq. (45) e o tensor energia-momento.

2.5 TENSOR ENERGIA-MOMENTO

A sec¢ao anterior foi dedicada a apresentacao da curvatura do espago-tempo, porém, como ja
dito, a Relatividade Geral descreve como o espago-tempo se encurva na presenca da matéria.
Nas palavras de John Wheeler, “Geometry tells matter how to move, and matter tells geome-
try how to curve’ (MISNER; THORNE; WHEELER, 1973). Sabe-se que a teoria newtoniana
é valida para muitos fenomenos, e que a RG é uma generalizacao desta teoria. Sendo assim,
é necessario que ela retome a gravitagao newtoniana em um regime de baixas velocidades
e campo fraco tao logo a massa tem um papel fundamental na determinagao desse regime.
Na RG, toda a informacao a respeito das propriedades da matéria que curva o espago-tempo
estd condensada em um tensor de ordem dois, conhecido como tensor de energia-momento.
Poderiamos chamé-la de tensor de massa, porém, devido & Relatividade Especial, a massa é

uma forma de energia F, pois:

E* = (pe)* + Ej, (46)

onde, p ¢ o momento linear e

Ey = mc?, (47)

é a energia de repouso. Toda essa informagao concentra-se no tensor de energia momento:

T/w = T/w (E,p) . (48)
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A equacao acima nos mostra que qualquer tipo de energia é uma fonte para o campo gravi-
tacional.
Tratando-se de um tensor de energia e momento, dois conceitos fisicos que respeitam as

leis de conservagao, concluimos que o préprio tensor é covariantemente conservado, ou seja,

VT, =0. (49)

Essa equacao é fundamental para a construcao das equagoes de Einstein.

2.6 CONSTRUCAO DAS EQUACOES DE EINSTEIN

Na teoria gravitacao de Newton, o potencial gravitacional ¢ satisfaz a equacao de Poisson,
V3¢ = 4nGp, (50)

que tem como solugao:
()
EEE

r—T

P(x) = —G/d3a:’ (51)

Observamos que do lado esquerdo da equacao de Poisson, temos uma derivada segunda do
potencial e, no lado direito, temos a densidade de matéria. A equacao de campo da RG deve
possuir a mesma estrutura do caso newtoniano, mas precisa ser adaptada para levar em conta
que a métrica desempenha o papel do potencial gravitacional. Na construcao da equagao de
campo da RG, podemos, portanto, utilizar o tensor de Einstein, que é dependente da derivada
segunda da métrica, e o tensor de energia-momento, que encapsula toda a informagao de

matéria. Entao, tomemos as Eqs. (45) e (49):

V'T,, =0,
VG, =0.

As duas equacoes sao covariantemente conservadas, s@o simétricas e apresentam um paralelo
com a Eq. (50), como foi discutido acima. Assim, elas devem diferir uma da outra apenas

por termos constantes, que simbolizaremos por x. Logo, conseguimos equacioné-las como:
G = XTw -

Acima, estao as famosas equacoes de Einstein, na forma mais classica,

1
Rp,u - §guuR = XT/LV . (52>
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A constante x pode ser encontrada quando a RG segue para o limite de campo fraco, onde

ela deve recuperar os resultados da mecanica newtoniana.

2.6.1 Limite de Campo Fraco

As equacoes de Einstein necessitam encapsular as equacoes de Newton em algum limite, pois
a gravitacao de Newton é valida na descricao de intimeros fendmenos conhecidos. Sabemos
que a teoria newtoniana da gravitagao explica bem a interacao gravitacional no sistema
solar, e também sabemos que a interacao gravitacional do Sol é menos intensa, em termos
absolutos, do que a de estrelas supermassivas e a de galaxias. Assim, as equagoes de Einstein
devem se assemelhar a equacao classica da gravitagao, e isso ocorre na aproximacao de campo
fraco. Nessa configuracao, o tensor métrico assume valores proximos aos do espago-tempo de

Minkowski, porém, com alguma perturbagao, que equacionamos assim:

G = Nuv + h,uz/ ) (53)

onde h,, < 1.
Uma particula teste situada neste campo sofrerd pequenas aceleracoes, movendo-se a

pequenas velocidades,

ukKec,

onde u ¢ o seu vetor velocidade e ¢ é a velocidade da luz.
Com as condicoes acima citadas, pode-se substituir a métrica g,, pela métrica do espaco-

tempo de Minkowski, 7,,, ¢ o intervalo escreve-se:

ds® =~ n,,dztdz” . (54)

Devido a velocidade da luz ser muito maior que as velocidades que serao produzidas na
particula, ou seja, devido ao movimento nao-relativistico da particula, temos que a relacao

(54) se transforma em:
ds® ~ —c*dt* . (55)
Com as consideragoes anteriores e utilizando a defini¢ao (32), observamos que

dx’ < da®
ds ds
Com a relacao acima, teremos uma simplificacao na equacao da geodésica: as componentes

que sobreviverao na conexao serao apenas as componentes temporais. Por consequéncia
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dessas imposigoes e usando (55), temos que a equagao da geodésica (37) transforma-se para:

R
dt?

Para calcular a componente I'f), dos simbolos de Christoffel, supomos que o campo seja

+cThy = 0. (56)

estatico, ou seja, que o campo nao varia com o tempo. Com isso, temos que Jyg,, = 0.
Entao, da Eq. (38), tem-se:

1
Fvo = QQM (Gogp0 + O0gpo — pgoo)
logo,

1 ..
A AJj
Lo = ~ 59 Y00
No regime de campo fraco, a métrica covariante é dada por (53) e a métrica contravariante,
por:?

gt =" —ht. (57)

A derivada da métrica de Minkowski é nula por se tratar de uma constante. Na expressao
dos simbolos de Christoffel ha multiplica¢oes do tipo hoh, dado que h < 1, termos dessa
forma sao desprezados por estarmos tratando de uma aproximacao linear em h,,. Ainda,
a métrica de Minkowski é nula nos elementos com indices que diferem entre si, portanto os
termos sobreviventes sao:

1

Loy = — 577kj5jh00 ; (58)

onde n*/ = +1, parak = j. Assim, a equacao da geodésica fica:

d?z7 1,
di2 — 50 8jh00 =0.
Reescrevendo de um modo mais sugestivo, tem-se:
d*x c?
W — —V (_Ehoo) 5 (59>

a relagao acima é a equagao de movimento de Newton para uma particula teste no campo
gravitacional. Pode-se comparar com a equagao da aceleracao de um corpo produzido por

um potencial gravitacional, expressa pelo gradiente do potencial (CARROLL, 2014):

a=-Vo. (60)

9A explicagio do sinal negativo na Eq. (57) esta no Apéndice A.
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Comparando a equagao da geodésica (59) e a Eq. (60), verifica-se que o potencial pode

ser escrito como:

62

= ——hqo.
¢ 5 /00
Portanto, os valores de hgy e goo sao:
2
hoo = —§¢> (61)

Joo = — (1 + éﬁb) : (62)

A Eq. (62) é obtida inserindo (61) em (53).1

Para que as equagoes de Einstein estejam completas é necessario encontrar a constante y
presente em (52),

1
Ry = 59 R = XTp - (63)

O método usado para encontrar a constante y é calcular o tensor de Ricci por dois
caminhos distintos e iguala-los. O primeiro é reescrever as equagoes de Einstein de modo a
obtermos isoladamente o tensor de Ricci e deixa-lo em funcao do tensor energia-momento e o
seu respectivo trago. O segundo caminho é a préopria defini¢ao do tensor de Ricci em termos
do tensor métrico, com imposicao das condic¢oes ja estabelecidas para o campo fraco. Assim,
necessitamos encontrar o tensor de Ricci com os indices Ryy.

Extraindo o trago de (63) e substituindo o resultado de volta nas equagdes de Einstein

segue que:

1
R“V =X (THV — éguyT) s

onde o tensor de energia momento para poeira é dado por 7, = pu*u” (DE SABBATA;
GASPERINI, 1985). Escolhendo os indices p = v = 0 e usando o trago do tensor energia

momento de poeira, obtemos a seguinte equacao

R()() = X—=- (64)

O tensor de Ricci, Ry, via a definicao (43), é obtido desprezando os ultimos dois termos
; 41005 ;

que dependem apenas da conexao: estes termos dao uma multiplicacao de ordem superior

em h que abandonamos na consideragao do campo fraco. Também, negligenciamos termos

envolvendo derivadas temporais devido a hipotese do campo estatico. Assim, obtém-se Rgg

10Dada a assinatura da métrica N = (—1,+1,+1,+1) temos que goo = Moo + hoo. Logo, goo = —1 — C%¢.
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em funcao de derivadas primeiras da conexao, ou seja, o tensor de Ricci é uma derivada

segunda espacial da componente hgy da métrica de campo fraco:

1
Roy = —=V?hgo
2
onde hgy = —c%qb, conforme a Eq. (61). Entao, o tensor de Ricci é:

1
Ry = gv%. (65)

Igualando as Egs. (64) e (65) e comparando com a Eq. (50), temos que a constante

presente nas equagoes de Einstein deve ser:

8rG
X=—7- (66)
Substituindo (66) em (52), temos:
1 G
R;W — §gMVR = FTNV . (67)

que sao as equagoes de Einstein com a sua constante explicita. A construcao das equagoes de
Einstein pode ser feita via acao de Einstein-Hilbert, como dito na Se¢ao 1. Dedicaremo-nos

a esta tarefa a seguir.

2.6.2 Equacoes de Campo via Integral de Acgao

As equacgoes de Einstein podem ser deduzidas usando o principio da minima agdo. Para
formular uma teoria da gravidade genericamente covariante e invariante sob as transformacoes
de coordenadas gerais necessita-se uma integral de agao que seja escalar. No caso da RG, essa
integral é a agao de Einstein-Hilbert, segundo a qual, o escalar envolvido é apenas o escalar
de curvatura R. Como veremos, essa ¢ uma escolha de simplicidade, ja que em teorias de
gravitacao mais gerais, construimos a integral de agao adicionando outros termos escalares a
contribuicao de Einstein-Hilbert.

Os passos que se seguem sao encontrados no livro de Ryder (RYDER, 2009), que é a
referéncia principal para esta secao. Vamos tomar a acao total como a soma das contribuicoes

da matéria e do campo gravitacional,

S =85+ Sm. (68)
A variacao da acao total acima é nula,
05 =05, +45, =0. (69)
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A variagao de Sy,

S, = / d*z/—gR, (70)

2X
¢ dada por:

11

35 = 5%

/d4 [ " Ry (5\/ _9) + V9B (69") +/—gg"" (5R/w)} : (71)
Pela identidade de Palatini (RYDER, 2009),

SR =V (0T7,) — V., (6T7,) | (72)

onde,

1
6F2u = 59)\0 [VV (5g;w) + vu (591/0) -V, (5glw)] : (73>

Observa-se que o objeto 5I’fw ¢ um tensor, ja que depende da métrica e de derivadas covari-
antes.
Mostraremos a seguir que o tltimo termo da Eq. (71) é uma derivada total. Substituindo

(72) no tultimo termo de (71), temos:

V=99" (6R,) = V=3g¢" [V (oT,) =V, (0T,)] -

Dado o postulado da metricidade, V,¢g"” = 0, temos:

V=99"" (6Rw) = V=g [V (¢"0T},) — V., (¢"6T),)] - (74)
Sabemos também que (RYDER, 2009):

[ L — K
VMV - \/_—ga# (\/_gv ) : (75>

Com a relagao (75) transformamos as derivadas covariantes de (74) em derivadas ordinarias.

Assim segue que:

V=99" (0R,,) = O\ [V/=99"" 0T, — v/=g9"*oT%,] | (76)

um divergente total. Com isso, a Eq. (71) é reescrita como:

33



05y = 2xc/d4x{R(5\/_)+\/_RW (0g"") + Oy [\/_g’“’5F’\ \/_g“)‘5lw }}

(77)
Definimos o dltimo termo de (77) como:
11
0Sy(3) = az/dZ’LIaAWA N /d z0 [V=gg" T, — V/=gg"oT", ] (78)
temos que a integral (78) é do tipo:
/ d* W = §1§ dS\W™, (79)
Q o9

onde ) é um quadrivolume e 0€) é a sua fronteira, dSy é o elemento infinitesimal orientado
de uma hipersuperficie tridimensional. A Eq. (79) é a versao quadridimensional do teorema
de Gauss. A integral (78) n@o contribui para a equagdo de movimento pois a varia¢ao da

agao requer que dg,,, = 0 no contorno do hipervolume, isso anula os termos 6I" em W*.

Temos (DE SABBATA; GASPERINI, 1985):

1
5V=9 = 5V 99u59" (80)

Usando (80), a Eq. (77) simplifica para:

1
05, = 2xc /d4x\/ ( - §QWR) g . (81)

Por outro lado a variagao da agao de matéria é escrita na forma:

0Sy, = —=— / d*z/—gT,.,09" (82)
onde T, é o tensor de energia-momento para matéria.
A variagao total da agao S de (68) em relagdo a g, é:
55 =68, + 65, . (83)

Substituindo as equagoes (81) e (82) em (83), temos:

1 A 1 1
58 == | d*ay/= )= ~guR ) — =Th b 59" .
5 c/ g g{leG (R“ e R) 2 “} g

Como 05 = 0, segue que:
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ct 1 1
— (Ru - =guR) — =T, =0.
167rG( = 5 > 2k

Assim,

Ry — %gWR _ 8 (84)

c
Essas sao as equagoes de Einstein encontradas em (67). O procedimento executado nessa
secao serd usado na derivagao das equagoes de campo para o modelo de Starobinsky de
ordem superior mais a frente neste texto — vide Secao 4.1 e o Apéndice F. Uma previsao
das equagoes de campo ¢ a existéncia de perturbagoes no espago-tempo que se propagam tais

como ondas e serao estudadas a seguir.
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3 ONDAS GRAVITACIONAIS NA RELATIVIDADE GE-
RAL

As equagoes de Einstein dizem que objetos massivos deformam o espago-tempo ao seu redor,
ou seja, curvam o espago-tempo nos seus entornos; se tais objetos se deslocarem, a defor-
macao os acompanhara.!! Alguns eventos astrofisicos de alta energia, como coalescéncia de
buracos negros, provocam deformagoes que se propagam no espago-tempo. A essas deforma-
gOes propagantes damos o nome de ondas gravitacionais (OGs). Elas sdo uma previsao da
Teoria da Relatividade de Einstein que foi comprovada observacionalmente no ano de 2015,
quando a colaboragao do LIGO confirmou a detecgao das OGs produzidas por buracos negros
coalescentes de massas similares e a cerca de um bilhao de anos-luz da Terra (ABBOTT et
al., 2016). As observagdes das ondas gravitacionais foram premiadas com o Nobel de Fisica
em 2017, sendo os laureados: Kip S. Thorne, Rainer Weiss e Barry C. Barish.

No final da década de 60, Kip Thorne criou um grupo de pesquisa de ondas gravitacionais
na Caltech, institui¢ao localizada em Pasadena, no estado da Califérnia. Com o aprofunda-
mento em seus estudos, Kip propos a sua instituicao a criagao de um projeto para a deteccao
das ondas gravitacionais. O projeto de Thorne foi aceito com duas condig¢oes, a primeira, o
projeto deveria ser liderado por um fisico experimental de renome e, a segunda, deveria ter
as condigbes necessarias para que as chances de sucesso fossem boas (THORNE, 1994).

O lider, inicialmente, pensado por Kip seria o russo Braginsky, que rejeitou a proposta,
recomendando o nome de Ronald Drever da Universidade de Glasgow, que aceitou o convite.
Drever havia trabalhado com detectores de massa ressonante por cinco anos e sabia das
limitagoes deste modelo de deteccao. Drever fez com que o projeto tivesse uma abordagem
do tipo interferometro (THORNE, 1994). O modelo de interferometro foi usado em 1887 por
Michelson e Morley na tentativa de detectar a presenga do éter no espago (MICHELSON;
MORLEY, 1887). Hoje, ha outros detectores do tipo interferdmetro no planeta, com destaque
para: VIRGO, localizado na cidade de Pisa na Italia; GEO600, localizado em Hannover na
Alemanha; e KAGRA em Hida no Japao.

A detecgao das OGs pela colaboracao do LIGO nao foi a primeira tentativa de detecgao.
A historia comega com Joseph Weber, no final da década de 50. Weber serviu na Segunda
Guerra Mundial e era notadamente reconhecido pelo seu dominio na tecnologia de radar, o
que lhe rendeu um cargo de professor na Universidade de Maryland apés a guerra. Weber
aprofundou seus conhecimentos em outras areas da Fisica em seu Ph.D. sob supervisao de

Karl Herzfeld, o mesmo supervisor de John Wheeler. Weber participou por um tempo no

HEsse fendmeno de frame dragging acontece, por exemplo, na vizinhanca de um buraco negro em rotacao
descrito pela solugdo de Kerr (ADLER et al., 1975), (D’YINVERNO, 1992).
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grupo de pesquisa de Wheeler, que o fez aprofundar-se na RG. Assim, no final da década
de 50, Weber adentrou em sua nova area de pesquisa: detec¢ao das ondas gravitacionais. O
mecanismo desenvolvido por Weber era um detector de massa ressonante, constituido por um
cilindro de 1 metro de diametro de 2 metros de comprimento. Para a deteccao, ele utilizou
sensores baseados no efeito piezoelétrico: haveria producao de corrente elétrica quando os
cristais dos sensores se contraissem ou dilatassem. Com a passagem da onda gravitacional
pelo cilindro, este sofreria os efeitos de polarizagao da onda que fariam os sensores produzirem
corrente, levando , assim, a uma detec¢ao das OGs (THORNE, 1994).

Outra mencao importante a ser feita é sobre o detector de OGs brasileiro, que leva o nome
do fisico brasileiro Mario Schenberg. Este detector esférico consiste de uma antena de 65 cm
de didmetro e 1150 kg de massa. O instrumento é mantido a baixissimas temperaturas (7
~ 4 K). Acoplam-se sensores a superficie da esfera para monitorar vibragoes causadas pela
perturbacao das OGs. O dettector Schenberg foi construido na Universidade de Sao Paulo
(USP) e estéa em processo de transferéncia para o Instituto Nacional de Pesquisas Espaci-
ais (INPE) sob a supervisao de Odylio Aguiar, professor do INPE — vide-se (OLIVEIRA;
AGUIAR, 2016; COSTA, 2006).

A partir da detecgao das OGs surge uma nova era da astronomia, a astronomia multi-
mensageira. Através das informagoes carregadas pelas ondas gravitacionais, radiagao eletro-

magnética, neutrinos e raios coésmicos, conseguimos uma nova interpretacao do Universo.

3.1 APROXIMACAO DE CAMPO FRACO

O primeiro passo para conseguirmos uma compreensao das OGs é estudar as equagoes de
Einstein linearizadas. Esse procedimento consiste em expandir a métrica, g¢,,, em torno
da métrica de Minkowski, 7,,, com uma pequena perturbacao, como feito em (53) e (57).

Tem-se, portanto:

Juv = Nuv + h,uz/ ) (85)

com |h,,| < 1. A métrica em sua forma contravariante ¢ dada por:

g = — M, (86)

Aqui nao faremos a imposigao de campo estatico, de modo que h,, pode depender do tempo.
A fim de obter a teoria linearizada, substituimos a métrica (e suas derivadas) nas equagoes
de Einstein pela métrica expandida dada por (85) e (86), e desprezamos termos de ordem

superior que sao dependentes de O(h2), O (8h)*,O(hdh). Na teoria linearizada os indices
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sao levantados e abaixados com a métrica de Minkowski;'? as demonstracoes deste fato para

efeito didatico estao no Apéndice A. Temos:

Y =1 Py (87)

e o traco, h, é dado por:

h=hl=1"h,. (88)

Para escrever as equacoes de Einstein linearizadas é também necesséario executar a linea-
rizacao dos simbolos de Christoffel, pois o escalar de curvatura e o tensor de Ricci sao escritos
em func@o dos simbolos de Christoffel. Substituindo (85) e (86) em (38):

1
FZ‘V = ) (naﬂ - haﬁ) [au (77VB + hVﬂ) + 0, (nﬂu + hﬂu) — g (n;w + h,UV)] :

Lembrando que 9,7,, = 0 (em coordenadas cartesianas), temos:

a
I =

(1% — h*®) (Duhup + Ouhsy — Oshyw) - (89)

N | =

Entao, em ordem linear:

1
L, = 577aﬁ (Ouhus + Ouhp, — Oshy) - (90)

Podemos construir o tensor de Riemann usando a Eq. (90). Contudo, teremos termos do
tipo I'? que serao negligenciados, pois carregam derivadas (8h)2. A construgao do tensor de

Riemann linearizado esta detalhada no Apéndice B, e o resultado é:

14

1
Riys = 5 (020,15 = 020" hgy — Op0,hly + 050" ha) - o1

Para a construgao do tensor de Ricci linearizado é necessério a contracao do primeiro indice

com o terceiro indice em R‘f/aﬁ:

Ryg = RO;QB = (80[8th — Goﬁo‘hﬁ,, — agayhg + 85(90‘%”)

N~ N~

(OaBh — 000y — Dp0,h + 950%ha)

1.e.

2Iss0 vale para os tensores que sdo de primeira ordem em h.
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1 1
Rys = =50a0%hsy = 5 (9s0sh — Qadyhi5 — 0500 ) - (92)

Equivalentemente,
R ——18 0%h +1 030, ho‘—léah + 0,0 ha—léo‘h (93)
v — oo Bv 9 Bla v 9V atv B 2 B :
Podemos definir: )
h/i’ = h: - §5Zh (94)

Essa mudanca ¢ 1til, pois, dado calibre harmonico,

o,h! =0 (calibre harmoénico) , (95)

n

teremos uma reducao significativa do tensor de Ricci. O calibre esta atrelado a escolha de
um parametro &,, que aparece na transformacao infinitesimal de coordenadas x'* = x* + £*
(com |£M] < 1), e satisfaz:

0, =0. (96)

As condigoes necessarias para a atingibilidade desse calibre estao no Apéndice C.

A aplicagao do calibre (95) anula os termos em parénteses de (93), assim:

1
Ruﬁ = _§nayaaauhzx6; (97>

onde aparece o operador D’Alembertiano, O = n*V0,0, = 0"0,. Assim, o tensor de Ricci, no
regime linear e sob a imposi¢ao do calibre harmoénico, escreve-se:
1
Ru,@ = —5 O hyg. (98)
Por conseguinte, o escalar de curvatura é dado por:
1
R:—gmh. (99)
Substituindo (98) e (99) em (84), obtemos as equagoes de Einstein linearizadas:'3
1 1 8rG
_5 | huy + Zn,uu O h = 7TMV ) (]‘00>

ou,

130 tensor guv € substituido por 7, no segundo termo de (84) tendo em conta a necessidade de linearizacao.
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1 167G
O (huu — §nuyh> = —TTW. (101)

Substituindo a Eq. (94) em (101):

oG (102)

Oh = -

C
A Eq. (102) tem uma solucao analoga a que se encontra no eletromagnetismo para os campos
elétrico E(f, t) e magnético é(f, t) a partir das equagoes de Maxwell (JACKSON, 1999). Ela
¢ dada por:

i AG [ &P
Py (B,1) = —— / T L@ ). (103)

—

r—ux

Se considerarmos um ponto de observacao longe da fonte, na auséncia de matéria, teremos

T,, =0, e a Eq. (102) simplifica-se para:

Oh,, =0, (104)

que é equivalente a:'4

Ohu = 0. (105)

A Eq. (105) descreve uma perturbagao gravitacional fraca propagando no vacuo com a
velocidade da luz (MAGGIORE, 2008). A solu¢ao ondulatoria encontrada para BW chama-
mos de ondas gravitacionais. Na proxima se¢ao estudaremos a sua forma mais simples, as

OGs planas.

3.2 ONDAS GRAVITACIONAIS PLANAS

O tipo de solugdo mais simples para a equagao de onda (104) é representado por uma onda

plana (FOSTER; NIGHTINGALE, 2006), dada pela parte real de

R = ARttt (106)

18e DEW = 0, e tomarmos a contragao com a métrica contravariante, temos:
v \:\BW = DUWB,W =—0Oh=0.

Isso conduz de (104) a (105) via a definicdo (94).
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onde A" é uma matriz de amplitude com elementos constantes, e k* = n**k, é o quadrivetor

de onda. Da equagao de onda segue que k%k, = 0, pois, substituindo (106) em (104),

0 = 170,0), (Areter)
= 70, [ A (ik,) o]
— AW (napkakp) eik&az“ ’

o termo em parénteses da equacao acima deve ser igual a zero para que a equacao seja valida.
Assim,
n"Pkek, = k°k, = 0. (107)

E ainda, impondo a condi¢ao de calibre harmonico dada por (95), chega-se que a contracao

do quadrivetor de onda, k,, e a amplitude da onda representada pela matriz A" é nula,
k, A" =0. (108)

A amplitude é ortogonal & direcao de propagacao. Com essa condi¢ao, temos que a onda
gravitacional ¢ uma onda transversal.

A matriz amplitude, A*”, é uma matriz com 16 componentes. Porém, a quantidade de
componentes independentes cai para 10, devido & sua simetria: A® = AY* pois h* = h'M,
que decorre de g"* = ¢g"* (FOSTER; NIGHTINGALE, 2006). Para que isso fique mais claro,

veja construcao da matriz associada a A*”:

AOO AOl A02 AO3
AOl All A12 A13

AP = : (109)
AO2 A12 A22 A23

A03 A13 423 433

Percebe-se que (109) é uma matriz simétrica com 10 componentes independentes. Como
estamos interessados em uma onda plana, que se propaga em uma dada diregao, a matriz (109)
simplifica-se ainda mais, pois, duas das coordenadas espaciais do quadrivetor de onda serao
nulas. De fato, adotando o eixo de propagagao como z3, ou seja, k; = ky = 0 (D’INVERNO,

1992), podemos reescrever n°?k,k, = 0, como:

nookoko + 7’}30/{33]{30 -+ 7]03]€0]€3 —+ 7733/{33/{33 =0.

A métrica de Minkowski é uma matriz diagonal representada, nas coordenadas cartesianas,
por diag(—1,+1,+1,+1). Logo,
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— (ko)® + (k3)* =0.

Como solugao, temos:

k() = :|:k'3 .
Adotaremos a componente temporal como negativa e a espacial como positiva, por mera

semelhanca com a assinatura da métrica. Definiremos, ainda, kg = k. Assim,

ky = (—k,0,0,k). (110)

E necessario calcular o quadrivetor de onda contravariante, k?. Para isso, usamos a Eq.
(107). Logo:

k? = (k,0,0,k). (111)
Com o vinculo da ortogonalidade entre o vetor de onda e a amplitude, reduzem-se os elementos
livres da matriz (109). Isso é demonstrado rescrevendo a Eq. (108) com k; = ky = 0.
Percebe-se que as componentes temporais da matriz amplitude sao vinculadas as componentes
espaciais, pois,

ky, AP = kg AP0 + ks AP = 0.

Usando a rela¢ao do quadrivetor covariante (110),
—kAM + kA =0,
Vemos que:

AP0 = Ar3 (112)

A relacao encontrada acima demonstra uma equivaléncia entre algumas das componentes
espaciais e temporais, estabelecendo um vinculo na matriz amplitude. Isto implica que a
matriz A® pode ser expressa em termos de seis componentes: A%, A% A2 Al A2 A22

Dessa forma,
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AOO AOl AOZ ADO
AOI Al 1 A12 AOl

AP = : (113)
AOZ A12 A22 A02

AOO AOl A02 AOO

3.2.1 Fixacao do Gauge Residual

Seria muito conveniente que alguma escolha de constantes simplificasse a matriz (113) para
que tivéssemos um significado do que ela representa fisicamente. Para conferir se isso é
realmente possivel, iniciamos com o estudo da lei de transformagao de um tensor de rank
dois sob a transformagao infinitesimal, 2’* = z# + ¢* | |€#] < 1, dada por (DE SABBATA;
GASPERINI, 1985):

B v rEr — OrEY + UW@/\@‘ (114)

Inspirados na Eq. (106) e no vinculo (96), propomos um ansatz para £ com a forma

G (115)

Substituindo a relagao (115) na transformagcao tensorial (114), obtemos:

y Oé/ y «@
A/uuezka/x — (A;uz — kYl — ke + nuuk/\g)\) 67,kacc )

Os termos exponenciais se cancelam (em primeira ordem), portanto, a transformagao de
coordenadas do A" torna-se dependente da matriz amplitude, do quadrivetor de onda e de

mais um vetor constante *,

AP = (A’“’ — ket — kleY + n“”k:,\s’\) . (116)
Como a matriz amplitude ¢ definida apenas por seis componentes: A%, A%, A02 Al Al2 A2
aplicamos a transformagao de coordenadas acima apenas para estas componentes. Com isso:

4

A0 = AN | (0 4 £3)
AL = A0 1

A2 Z A% 2

A = AT (8 — 0)
A2 A2

A2 = A2 — | (3 —&0)

(117)
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Essas componentes sao as entradas da matriz amplitude de onda transformada:*®

A/OO AlOl A/OQ A/OO
A/Ol A/ll A/12 A/Ol

A — : (118)
A/OQ A/21 A/22 A/OQ

A/OO A/Ol A/OQ A/OO

Podemos nos perguntar como a matriz transformada (118) pode ser simplificada o maximo
possivel através da escolha adequada das constantes . Usaremos as relagoes de (117) para
isso.

Impondo A = ( e usando A" = A% — £k, temos:

AOl
t="r 119
o=t (119)
Fixando A2 = A% — &2k = 0, resulta:
A02
= 120
2=t (120)
Finalmente, selecionando A = A% — k (Y + &%) =0, e A™ = — A2 encontramos:
e’ = (24" — A — A% /ak. (121)
e = (24" + Al + A%) /4k. (122)

As equagbes (119), (120), (121) e (122) mostram que ¢é possivel escolher uma transformagao
de coordenadas (115) tal que a matriz (117) seja de trago nulo e com o minimo de entradas
diferentes de zero, a saber: AM', A2 = Al ¢ A?? = — A" 16 Fsse novo calibre é conhecido
como transverse traceless gauge ou TT gauge (FOSTER; NIGHTINGALE, 2006).

Tendo em vista as observagoes acima, podemos reescrever a matriz (118), como:

0 0 0 0

, 0 All A12 0
AM - 0 A12 _All 0 (123)

0 0 0 0

Desprezamos a notagao das linhas em A por economia de notac¢do (e por nao haver mais

risco de confus@o). A matriz (123) pode ser entendida como uma combinagao linear de outras

15 Ademais, podemos tomar A’*3 = 0 sem perda de generalidade.
16Essa escolha fixa a liberdade de gauge residual permitida pela covariancia da teoria por transformacées
gerais de coordenadas, como em (114).
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duas matrizes:

/ v v
AP = ael” + Beb” |

com « e [ constantes complexas. As matrizes e} e e}’ sdo:

0 0 0 0000
0 1 0 0010
e’ = ehl = (124)
00 -1 0 0100
00 0 O 0000

Elas sao chamadas de matrizes de polarizacao linear, estao relacionadas a maneira como as
OGs afetam particulas com as quais interagem, e passaremos a uséa-las no estudo a seguir.
3.2.2 Polarizacao da Onda Gravitacional

Assumimos um vetor do tipo espago &* = (0, &1, €2, £€3) que nos d4 as coordenadas entre parti-
culas vizinhas. Apesar da diferenca entre as coordenadas serem constantes, isso nao significa
que a separacao espacial d entre esses pontos é constante. A separacao dos pontos pode
sofrer variagoes devido a dilatagao do espago-tempo causada por uma onda gravitacional.
Tomemos a defini¢ao de intervalo d dado por (FOSTER; NIGHTINGALE, 2006):

d* = g€, (125)

onde,
Gij = 9ij = 05 + Dy,

com h;; sendo a perturbagao da onda. Colocando:

i i Lk

¢ =+ i, (126)

e negligenciando termos de ordem superior, O (h?), teremos:
A contragao dada por (127) é a separacao espacial das coordenadas, em concordancia com

(125).

Do TT gauge, temos que hi = 0, assim, segue que,
¢* = & = constante. (128)

A relagao (128) diz que particulas separadas na dire¢ao de propagagdo nao tém suas dis-
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tancias, no respectivo eixo, afetadas pela passagem da onda gravitacional. A conclusao é
esperada, pois se trata de uma onda transversal. Do T'T gauge, temos que a perturbacao

gravitacional ¢ dada por:
R = Al gtker® (129)

Podemos substituir a Eq. (129) em (126), obtendo:
i i L i ikaae

Nos passos a seguir, o estudo da Eq. (130) sera feita com a seguinte escolha: A% = aeéj :
Partimos, portanto, para a anélise da primeira matriz de polarizagao da relagao (124). Isso
seleciona as componentes diagonais de A" em (123). Usando a métrica de Minkowski,
podemos levantar o indices de §; da Eq. (130). Dados os elementos da métrica, os termos

sobreviventes sao representados por:

. A R 4
Cz — gz + iaezkaz [(611151 + 621252)] )
Tomando a parte real da exponencial de Euler, tem-se apenas o cosseno como resultado:
) ) 1 ) .
=&+ 5« [cos k («° — 333)] [(e’llﬁl + e 2)} . (131)

Varrendo os valores de i = 1,2,3 e usando os valores de /", dados por (124), em (131),

obtemos:

(¢' ¢3¢ = (¢5,¢%,0) + %a [cosk (2° — 2%)] ( L, —€2, 0 ) . (132)

Isso conclui os passos do estudo do modo e/”. Agora, podemos fazer a analise do modo e5”.

Repetindo os passos acima desde a Eq. (130), obtemos:

(C1,¢2% %) = (¢4,€2,0) + %ﬁ [eosk (2" =% (€, ¢, 0 ). (133)

Vamos investigar o significado de (132) e (133) em trés casos especificos, que sao as circuns-
tancias em que o valor do cosseno é —1,0,1. Avaliemos o que acontece com a Eq. (132).

Para cos k (2° — 23) = 0,

<1:€1

e (134)

Para cosk (z° — 23) = 1, a Eq. (132) da:
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Value of k ' 2nw 2?1 + 2 }.1 (2n+ )7 (2n- —}r

@ OSSO
Ld@O@Q

Displacement of particles from circular configuration

(a) A*Y = qe”

Figura 2: Modos de polarizagao das ondas gravitacionais (FOSTER; NIGHTINGALE, 2006)

Cl —_ 51 + %agl
o g (135)
Se cosk (2 — x3) = —1, entao:
Cl — 51 o %O&&l
CZ _ 52 + %an

Tomemos uma circunferéncia de particulas teste cujas posicoes sao medidas por ¢ apos

(136)

a passagem da onda gravitacional, e £ sdo as posicoes originais das particulas no anel. De
(134) percebemos que o circulo nada sofrera quando o valor do cosseno for 0: ¢* = £' indica
que a posi¢ao das particulas ndo muda. Para o valor do cosseno igual a +1, Eq. (135),
havera um alongamento do anel de particulas no eixo (!, dado pelo fator +%a£1, e um
achatamento no eixo (2, devido ao fator —%0462. A Eq. (136) mostra que, para o cosseno
igual a —1 a configuragao anterior muda, o alongamento é percebido no eixo ¢? (sinal positivo
no fator 1a?) e o achatamento ¢ observado no eixo ¢* (sinal negativo no fator ;o). Essas
deformagoes do anel estao mostradas na linha superior da Fig. 1. Essa estrutura da a essa
matriz de polarizagao uma configuracao de norte-sul e leste-oeste representada pelo simbolo
+, e devido a isso é comum na literatura os elementos dessa matriz serem representados por
hye—hy.

Quando repetimos o raciocinio acima partindo da Eq. (133), encontramos o padrao de
perturbagdo em x da segunda linha da Fig. 1 que corresponde ao modo e4”. O estudo

detalhado esta no Apéndice D.
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3.3 GERACAO DAS ONDAS GRAVITACIONAIS

A Eq. (102) nos d4 uma relacao entre a radiagao gravitacional, representada por l_lw,, ea

fonte, dada por 7T),,:

B 167G

O = ——

71,u,l/ )

cuja solugao é analoga a do eletromagnetismo, encontrada em Jackson (JACKSON, 1999), e

pode ser expressa por:

_ 4G A3z’
(1) = __/—xTW(f/’tr)’

4 L -
C T —

onde ¥ representa as coordenadas do ponto onde se calcula o campo, @’ denota as coordenadas
dos elementos de volume d32’ na fonte e ¢, = t — |7 — 7’| /c é o tempo retardado. Se analisar-
mos uma fonte cuja distribui¢cao de massa esteja localizada perto da origem, e considerarmos
o ponto de calculo do campo a uma distancia extremamente maior que as distancias tipicas
da distribuigao de massa, entao o termo |# — | pode ser aproximado apenas pela distancia
r ~ |Z| da origem até o ponto de célculo do campo.!” Assim, teremos:
o (Z,t) = —g &2’ T, (T t,) . (137)
Numa onda plana, a parte irradiada de fLW é completamente determinada pela sua parte
espacial h;;, pois A% = 0 no TT gauge. Logo, precisamos considerar apenas [T%dV para
estudarmos a Eq. (137). O tensor da fonte satisfaz a equagao de conservagao 9,7"" = 0 em

um regime linear. Dessa forma,

0T + 0,T% = 0.

| | (138)
BT™ + 0T = 0.

A primeira equagao de (138) é construida fixando g = 0 em 9,T* = 0, e abrindo a soma em
v de 0 até k. J& para a segunda equacao fixamos p = i, e desmembramos o v em 0 e k.

Counsideremos a identidade:

ik, .7\ __ ik J ik _ ik J ik J
O (T*27) = (O,T™) 2? + T _axk_(akT ) x? + 16 . (139)
1"Esse raciocinio esté ligado a expansdo multipolar do campo. A expansdo multipolar nio é ttil apenas no
contexto da gravitagao conforme descrita pela RG. De fato, ela aparece no contexto da gravita¢do newtoniana;
isso pode ser visto em alguns exemplos abordados ao longo do capitulo 5 da referéncia (MARION; THORTON,
2008).
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Portanto,

O (T"*27) = (T™) 2’ + T (140)

Tomando a integral de (140) no volume:'®

/ O (T*a7) dV = / (0sT™) 27dV + / TV, (141)

onde as integrais sao tomadas sobre uma regiao que engloba a fonte, assim, 7" = 0 na
regiao de contorno. Pelo teorema de Gauss, o termo da esquerda da Eq. (141) se anula pela

condicao de fronteira,

/ O (T"27) dV = 55 T*27dsS), =0, (142)
Q o9
pois, repetimos, 7% = 0 em 9Q. Assim, a Eq. (141) torna-se:

/ (OT™) 27aV + / TdV =0, (143)
ou

/ TYdV = — / (OT™) 27dV,

e pela relagao (138), tem-se que
ij i0\ . .j 10 i, j
94V = [ (QT") 2V =~ = [ Ty (144)
c

Devido a simetria de 7%, ou seja, T% = T podemos reescrever a Eq. (144) usando a

permutacao dos indices ¢ e j e somando do seguinte modo:

. 1 . 1 g 1 0 . .
Ry = — v — Je - i0,.J 70 .0
/T dv 2/T dV+2/T dv QCat/(TSL’—i—T z) dV . (145)
Porém,
0k i o 0k 7 0k 0k i

= (8kT0k) it + Tkaj(S,i + Tkazﬁi ,

18A rigor, na Eq. (141) e equagdes subsequentes deveriamos usar 2’ e entendemos dV = d3z’. Omitimos
as linhas por economia de notagdo, mas elas serdo novamente escritas explicitamente a partir da Eq. (151).
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logo,

O (T%2'a7) = (0uT) a'2? + (T"a’ + TY2") . (146)

Integrando a Eq. (146) no volume,

/ O (T 2'ad) dV = / (O, TF) z'27dV + / (T2 + TYz") dV .
Q
Q Q

A integral do lado esquerdo é nula pelo mesmo motivo que em (142), i.e. pelo teorema de

Gauss. Logo:

/ (TOia:j + Tiji) dV = — / (akTOk) il dV .
Q Q

Usando (138), reescrevemos o lado direito tal que:

/ (T +TY") dV = / (0oT) z'2?dV = E% / T2 27dV . (147)
Q Q Q

Agora substituimos a Eq. (147) na Eq. (145), para obter:

1 0 -
/ 94V = 3 2§t2 / T®z'2dV . (148)
v Q

Reescrevendo a Eq. (137) em fungao das componentes espaciais, temos:

% 4G ij
Wi == [ Thav. (149)

c'r

Substituindo a Eq. (148) em (149), temos:

1,17 4G 1 82 00, .13, .15

A Eq. (150) pode ser reescrita substituindo 7% = pc?, com p sendo a densidade de massa,
caso estejamos modelando a fonte por um sistema massivo em repouso (DE SABBATA;
GASPERINI, 1985):

cAr Ot?

_ 2 2 o
h¥ = e /px”x”d?’x'. (151)

Assim, temos que a radiacio gravitacional k¥ ¢ dependente das posicdes das massas que lhe
servem de fonte. O integrando da Eq. (151) é o cerne do que sera definido como tensor

momento de quadrupolo e é através dele que temos a equagao de energia irradiada. Isso sera
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explorado na préxima secao.

3.4 ENERGIA EMITIDA VIA RADIACAO GRAVITACIONAL

Na presenca da gravidade, o tensor de energia-momento é covariantemente conservado, ou

seja, ele satisfaz a lei de conservacao generalizada expressa por (49):

vV, T" =0.

Porém, se a energia e o momento sao verdadeiramente conservados, noés deveriamos olhar para
a lei de conservagao na forma expressa em termos de derivadas parciais (RYDER, 2009), ou

seja,

8,T" = 0. (152)

Para que a conservagao genuina (152) ocorra é necessario um termo adicional ao tensor de
energia-momento, representado por t*”. Este termo é chamado de pseudotensor energia-

momento. A conservagao total da energia e do momento ¢ satisfeita com

8, (T + ") = 0. (153)

A construcao detalhada da conservagao total de (153) e, por consequéncia, a construgao do
pseudotensor de energia-momento t** pode ser feita seguindo os passos de V. de Sabbata (DE
SABBATA; GASPERINI, 1985) e esta no Apéndice E. O pseudotensor " é de fundamen-
tal importancia para o estudo de ondas gravitacionais, pois o fluxo de energia da radiagao

gravitacional esté relacionada as componentes de ", que ¢é escrito por:

14 1 6% 14 1 14 1 14 « 1 14
V=gt = ™ {(aﬂh P9 hag) — 3 (0,hO"h) — 55# (9,h° 0 hag) + 15“ (aphaﬂh)} . (154)

para o caso da relatividade geral de Einstein. Para um modelo de gravitacao diferente, a
forma funcional de #** com respeito a d,h*” pode diferir.

No caso de uma onda plana viajando pelo eixo 3, temos que os tinicos componentes
nao nulos de hy,, sao: hiy = —hgs e hia = ho;. Assim, a densidade de fluxo de energia

gravitacional irradiada pela fonte ¢ dada por:

Cy/ —gtg) = & (80h1183h11 -+ 80h2283h22 + 280h1283h12> s

ou seja,
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C 8h11 8h11 0h22 8h22 8h12 0h12
V—gtd = — , 2 = 155
vIk Ax ( cot 0x3 ~ cot Ox3 * cot Ox3 (155)
Temos que,
Oh;
395?? = O3hix = n3,0"hy, = 773333hik = Phi . (156)

Para uma onda plana descrita pela funciao hg(Z,t) propagando-se na direcio z = 23, a

dependéncia funcional em & e t é dada pelo argumento tipico de D’Alembert: hy(Z,t) =
hig(kz —wt) com ¢ = \v = (2n/k)(1/T) = (2n/k)(w/27) = w/k; com A, o comprimento de

onda, v a sua frequéncia, T o periodo de oscilacao e w sua frequéncia angular.!® Por isso:

Oh; 1 0h;
o 2R (157)
Ox3 c Ot
Podemos usar (157) em (155). Com isso, as derivadas espaciais serdo substituidas por
derivadas temporais. Usando a notacao: agzk = iy, teremos:

3

e/ —gtd = —16(;(; l(hu)? + i (hn - /'122)1 . (158)

Dado um sistema discreto de massas, podemos introduzir o tensor momento de quadrupolo:

Dy (%) = / p (T') (3zjay, — 18y & (159)
O termo 24, na Eq. (159) nao contribuira para a energia irradiada e podemos omiti-lo.?"
Portanto uma derivada temporal de segunda ordem em (159) da-nos uma relagado como a Eq.
(151) e teremos o seguinte conjunto de relagoes:

_ _2G 7
hig = =52 D1a .

o [n (160)
hll - h22 - T34, <D11 - D22> .

Podemos reescrever a Eq. (158) em fungao dos tensores de momento quadrupolo usando
(160):

v/t = (5e)* + § (B - B’ (161)

" 36mccr

A Eq. (161) é a densidade de fluxo de energia no caso de uma onda gravitacional plana

3

propagando ao longo do eixo z° no contexto da relatividade geral.

19Vide, por exemplo, o Capitulo 9, Secao 9.1, do livro de eletrodinamica de Griffiths (GRIFFITHS, 1999).
20Uma discussao detalhada acerca do termo 7/28;;, encontra-se na referéncia (OHANIAN; RUFFINI, 2013).
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A intensidade de energia irradiada numa direcao arbitraria, dada pelo vetor unitario

1 = (n1,n2,ng), com || = 1 é definida por:

dl = c\/—gtldoy, (162)

com doy, sendo um elemento infinitesimal de area orientada pelo versor normal 7i. A Eq. (162)
pode ser calculada construindo uma expressio escalar, quadratica em D;j, por inspiracio na
expressao dos colchetes da Eq. (161). Essa expressao mais geral para c\/—gtl deve, entdo,
reduzir-se & Eq. (161) de ¢/—gt3, no caso da onda plana porpagando-se ao longo do eixo x?,
quando temos 7 = (0,0, 1). O referido objeto escalar mais geral compondo de c\/—gt[F seria:

: 2 C e
V(n17n27n3) =a (Dzknznk) + b (Dszzk) + cDjiDjknmk . (163)
Impondo a Eq. (163) as condigoes

( .
n; =n'

Dy, = D*

: (164)
5y, = diag(1,1,1)

nlzngz(),ngzl
\

temos que (163) torna-se:

Voo, = a (1533)2 +0 [(511)2 + ('1522)2 + (533)2 +2 (bl2>2 +2 (513)2 +2 ('1523)2}

+c [(513)2 + (523)2 + (533)2} . (165)

Porém, o tensor momento de quadrupolo, Eq. (159), é sem trago por construgao, i.e.

0it Dir, = D11 + Doy + D33 = 0. (166)

Logo,

—Ds3 = Doy + D1y . (167)

Substituindo (167) em (165), teremos:
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Vioo1) = a [(522)2 + (511)2 + 2b22b11]
+0b [2 (1522)2 +2 (bll)2 +2D22 D11 + 2 <b32)2 +2 (531)2 +2 (Em)ﬂ
+c [(bm)z + (b11)2 +2Das D11 + (532)2 + (531)2} : (168)
Igualando (168) ao colchetes de (161) conseguimos descobrir relagbes para determinar as

constantes a, b, c. Comparando as constantes multiplicativas para cada setor envolvendo as

derivadas das componentes do tensor momento de quadrupolo, temos:

a=1
b=3 . (169)
c=—1

Com as constantes encontradas em (169), a Eq. (165) torna-se recupera a Eq. (161). Para
conseguirmos a perda da energia em todas as diregdes, usamos as constantes de (169) em
(163) e empregamos as Eqgs. (161) e (162). Com isso, teremos a intensidade pelo elemento

de angulo soélido, expressa como:

G |1/ 2 1 N e e
~ 36mc LI (D ’“””’“) 3 (DikDik) - DjiDjkninkl ds). (170)

A intensidade I é obtida integrando a Eq. (170) para dI no elemento de angulo sélido
d$) = sin 0dfdyp:

G

B 36mcd

1 ... ... 1 e\ 2

onde,

ny = sinfcosp
ny =sinfsing . (172)
ns = cos 6
A relagao (172) é valida pois ela ¢ a forma unitéaria do vetor |7i| = 1 nas coordenadas esféricas.
Os tensores de momento quadrupolo da Eq. (171) sdo constantes para a integragao em d)

pois ndao dependem de 6 e de . Assim, a Eq. (171) possui trés integrais nos angulos

envolvendo as componentes n;. Quando calculadas, sao:
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[dQ =47
[ ningdQ = Tl : (173)
[ nmnmdQ = 0,0k + 6iwdj + 6udj

Substituindo (173) em (171), temos:

G (4w 1... ... VD T 1
I = (4r) { [ DUDM (5zj5kl + 801 + 0udjn) + (Dik)2 — DjiDjk (_5ik):| }

36mcd 3
G (1... .. 1 .0 (2 e 1
= DzaDkl (5zg5kz + k01 + 6ubjk) + = (Dir)” — DjiDje | 50k ) ¢ - (174)
9¢5 | 4 2 3
Definindo:
1 . ..
g = ZDkal (5235kl + 5zk5]l + 57,l6]k)
Temos:
g 60 Dz]Dkl (5135kl + 5zk5]l + 5'Ll6]k>
1 /e e e
60 <D1]Dk15135kl + DZJDkl61k5]l + Dzkalézlfs]k)
1/ ocee e e
=50 (Dzszk + Dy Dy + leDkl> ;
e, dado que D;; =0, e que DU = Dﬁ, resulta:
g (ﬁ' D') (175)
=30 kel -

Substituindo (175) em (174), teremos:

G 1 1 1 Lo\ 2
NCHEN A
905<30+2 3>< ¥

95



onde adotamos a notacgao resumida,

(Dzk)2 = DirDik = D1k D1k + Dok Dok + Dsi Dar
= DuDui + Di2D12 + Di3Das
+ Da1Do1 + DasDas + DazDos
+ D31D31 + D32 D3z + D33 Dss
= (bn)z +2 (D12)2 +2 (513)2
+ (D2)” + 2 (Das)” + (Das)”
ja que ng = Dﬂ Logo,
I = 45% (zﬁ;k)Q . (176)
A Eq. (176) representa a energia irradiada por um sistema gravitacional em todas as
dire¢oes. Uma aplicabilidade da Eq. (176) é o estudo da energia irradiada por binarias. Ele
foi usado no trabalho fundamental de Hulse e Taylor (HULSE; TAYLOR, 1975) que detectou

indiretamente as ondas gravitacionais. Assim, damos a devida importancia a esse estudo na

sequéncia.

3.4.1 Energia Irradiada por Binarias

Consideremos um sistema binario com massas m; e my com Orbita circular de raio a, no

plano xy. Este sistema é equivalente a descrever um corpo com massa reduzida,

mime
== 177
e (177)
com velocidade angular w. Tomemos as coordenadas dessa massa:
x1 =acos(wt) , xg =asin(wt) , v3=0. (178)

Com (178) e r? = 22 + 23 + 22 = a?, podemos encontrar as componentes nao nulas do tensor
momento de quadrupolo. Para isso, escrevemos a densidade de massa em fun¢ao da massa

reduzida e de deltas que localizam a massa,
p (&) = pd(a) — 21)0(xh — w2)0(x — 3) - (179)

Ao substituir a Eq. (179) em (159), os deltas selecionardo apenas as coordenadas x; e xa.

Estas s@o as coordenadas nao nulas, como exposto em (178). Portanto, teremos:
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D11 = pa® 2 cos® (wt) — sin® (wt)] .
Doy = pa® [2sin® (wt) — cos® (wt)] .
D1y = Dy = pa® [3sin (wt) cos (wt)] .
D33 = —uaz .

Calculando a derivada temporal terceira das componentes acima, temos:

D11 = 24pa*w? [sin (wt) cos (wt)] = — Dy . (180)
D1s = —12uaw? [cos2 (wt) — sin? (wt)] ) (181)
E,
b33 =0.

Para calcular a poténcia emitida num periodo, tomamos a média da Eq. (176) e levamos em

_ NS
conta os termos nao nulos de ( Dik) . Temos:

1= (=% ) = g {(Bu)" + ()’ +2 (B)”) (182

Substuindo (180) e (181) em (182):

T dt /] 45
+2 [cos® (wt) — sin® (wt)] 2> )

< dE> ﬁ (12Ma2w3)2 <4 [sin (wt) cos (wt)]2 + 4 [sin (wt) cos (wt)]2

<cil_f> _ _45% (12,ua2w3)2 <8 [sin (wt) cos (wt)]z +2 [cos2 (wt) — sin? (wt)}2> . (183)

A seguir, calcularemos a média dos termos envolvendo senos e cossenos em um periodo

T = 27w /w de oscilagdo. Primeiro consideramos
1 T
(sin® (wt) cos® (wt)) = T / sin? (wt) cos? (wt) dt .
0
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Como:
sin (2wt) = 2sin (wt) cos (wt) ,

entao,
sin? (2wt) = 4sin? (wt) cos? (wt) .
Logo,

(sin® (wt) cos® (wt)) = %/g sin? (2wt) dt .

Fazendo 2wt = u, e du = 2wdt,

1 T 1 in 2
<Sin2 (wt) cos? (wt)> = m/o (1 — cos2u) du = TeuT {u ng _smTu EWT

Como 2wT = 47, temos:

(sin® (wt) cos® (wt)) = % : (184)

A seguir, calculamos a média temporal do termo envolvendo

[cos® (wt) — sin® (wt)] ? = cos (wt) + sin* (wt) — 2 cos? (wt) sin? (wt) .

Como,

[cos® (wt) + sin® (wt)] ? = cos? (wt) + sin* (wt) + 2 cos? (wt) sin? (wt) = 1,
temos:

cos’ (wt) + sin* (wt) = 1 — 2 cos® (wt) sin® (wt) .

Portanto,

[cos® (wt) — sin® (wt)] 2= [1 — 2cos® (wt) sin® (wt)] — 2 cos® (wt) sin® (wt)

=1 — 4cos® (wt) sin? (wt) .

Logo,

< [cos® (wt) — sin® (wt)] 2> = (1 — 4 cos® (wt) sin® (wt)) ,
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o0 que é extremamente ttil, pois o valor médio de cos? (wt) sin? (wt) ja foi calculado em (184).

Assim,

(1 — 4cos® (wt) sin® (wt)) = % /0 ) [1 — 4cos® (wt) sin® (wt)] dt = % /0 Cd-a (1) :

(Jeos? (wt) — sin? (wh)]”) = (1) - (%) _ % (185)

Agora, substituindo (184) e (185) em (183), encontramos:

() = e e (5 (5) +2(3))
_28SG
456D

2 3)2.
Por fim, temos:

)T e (186)

<dE> _ 32GptatWb
A Eq. (186) ¢é a poténcia irradiada por um sistema binério. Foi observando o pulsar binario
PSR1913+16 que Hulse e Taylor (HULSE; TAYLOR, 1975) conseguiram uma prova indireta
da existéncia das ondas gravitacionais: o aumento da frequéncia angular da orbita estava de
acordo com o valor predito pela perda de energia pela emissao de radiacao gravitacional.

O estudo realizado das OGs na RG servem de modelo estrutural para o estudo das mesmas
na gravitacao modificada. Assim, na proxima sec¢ao, iniciaremos a construcao das equagoes
de campo do modelo Starobinsky de ordem superior e, posteriormente, a linearizagao das

equagoes de campo, para, entao, estudarmos as OGs neste contexto mais geral.
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4 ONDAS GRAVITACIONAIS NO MODELO DE STA-
ROBINSKY DE ORDEM SUPERIOR

A Relatividade Geral é uma teoria nao renormalizavel, assim, possui problemas quando da
sua quantizacao. Esta condigao originou estudos na busca de uma teoria gravitacional que
possuisse um sistema renormalizavel, justificado pela construcao de uma teoria de gravitacao
quantica. Esta inspiracao levou ao estudo de diversos modelos gravitacionais, que sao cons-
truidos acrescentando termos de curvatura de ordem superior na acao de Einstein-Hilbert.
O trabalho de Stelle mostrou que as agoes que incluem termos quadraticos da curvatura sao
renormalizaveis, porém, o preco a ser pago ¢ a introdugao de instabilidades do tipo ghost
(STELLE, 1977). O nosso estudo nao ¢ aplicado em um contexto de gravidade quéantica.
Estamos interessados em um modelo de gravitacao modificada em uma abordagem de teo-
ria efetiva. Ainda assim, a renormalizibilidade é uma caracteristica desejavel em modelos
alternativos & RG. O nosso estudo se concentra em um desses modelos alternativos a RG.

Com a discussao acima, sobre a renormalizibilidade no estudo de Stelle, temos que o
termo quadratico mais simples a ser acrescentado na acao de Einstein-Hilbert é o termo
R?, conhecido no campo da cosmologia como a contribuicao de Starobinsky. O modelo de
Starobinsky tem sido o principal candidato & descricao do universo primordial inflacionéario.
Assim, torna-se bastante sugestivo trabalharmos com uma acao envolvendo esta contribuicao.

Se, pelo lado do estudo do universo primordial, temos o modelo de Starobinsky como uma
proposta atrativa, na outra ponta da linha temporal, modelos do tipo f(R,VR,...,V"R) —
vide-se, e.g. (CUZINATTO et al., 2016; 2019a; 2019b) — podem ajudar no estudo do universo
atual e sua expansao acelerada, ou seja, esses modelos a derivadas superiores podem repre-
sentar um avang¢o na compreensao da natureza que envolve a energia escura (CUZINATTO
et al., 2010; 2015). Portanto, um estudo das ondas gravitacionais incluindo as contribuigoes
de Starobinsky e de derivadas de ordem superior na agao faz-se intrigante e promissor. Esse
tipo de modelo sao bem motivados do ponto de vista de teorias de calibre para a gravitacao
(CUZINATTO et al., 2008) e tem sido empregado em solugdes de buracos negros, expan-
dindo ainda mais os estudos astrofisicos do modelo de Starobinsky de ordem superior (SILVA
NETO; MEDEIROS, 2020).

Neste trabalho, inspirados pela discussao acima, buscamos uma solucao para OGs no
modelo de Starobinsky de ordem superior, que ¢ a teoria efetiva estudada nesta dissertacao.
O roteiro de calculos é guiado pelos procedimentos estabelecidos na RG e discutidos na
Secao 3. Na proxima subsecao deduzimos as equagoes de campo de Starobinsky de ordem
superior via a integral de acao. Na sequéncia trabalhamos na aproximacao de campo fraco

e a construcao das ondas gravitacionais na gravitagao de Starobinsky de ordem superior.
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Iniciemos com a deducao das equacoes de campo de Starobinsky de ordem superior.

4.1 EQUACOES DE CAMPO DE STAROBINSKY DE ORDEM
SUPERIOR

Na formulacao das equacoes de Einstein, partimos de uma acgao conhecida como acao de
Einstein-Hilbert. Essa acao foi proposta por David Hilbert em 1915, mas leva o nome de
Einstein, por obviedade, devido a sua indeclinavel importancia. A acao desacoplada do tensor

de energia-momento, é descrita como:

Sgn = 2——/d4x\/_R (187)
Os indices EH sao as iniciais de Einstein-Hilbert.

As agoes de ordem superior sao geradas a partir da substituicao do escalar de curvatura
presente na acdo (187) por uma combinagao de outros invariantes de curvatura. Em 1980,

Starobinsky introduziu um termo R? na agdo de Einstein-Hilbert (STAROBINSKY, 1980)

com vistas as aplicagoes na cosmologia, transformando a acao para

Skns = ——/d4x\/_< + —RQ) (188)

2X 2 Ko
onde o rétulo EHS é para representar que a agao é a de Einstein-Hilbert com o termo
extra proposto por Starobinsky. Em alguns trabalhos recentes, outros termos importantes

para generalizacoes da agao de Einstein-Hilbert foram propostos, como aqueles no trabalho
(CUZINATTO et al., 2019), que sugere uma agao do tipo

Sensp = ﬂ—/d‘lx\/ (R+ — R? —i— 60 V RV“R) (189)

onde kg e [y sao constantes de acoplamento e o indice EHSP denota Einstein-Hilbert-
Starobinsky-Podolsky. O tltimo termo em Sgpsp ¢ inspirado pela eletrodindmica genera-
lizada de Podolsky (PODOLSKY; SCHWED, 1948) e pela invariancia de calibre no contexto
gravitacional (CUZINATTO et al., 2008).%!

Para encontrar as equagoes de campo é necessario minimizar as acao Sgpsp com respeito
ao tensor métrico g"”. A minimizagao pode ser realizada termo a termo: o primeiro termo
em parénteses nos da as equagoes de Einstein, que ja foram deduzidas em segao anterior (vide

2.6.2). Escrevemos:

210 termo de matéria sera incluso ao fim das dedugcdes.
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0SEHsp = ——— / d*z6 (v/—gR) — — / d*zo (¢_ RQ>
+ o / d*zé (\/—_92—/%VMRV“R> . (190)

Podemo-nos preocupar apenas com os termos excedentes da generalizacao da RG separada-
mente.
Comecemos pela contribuicao de Starobinsky, dada pelo segundo termo do lado direito

da Eq. (190). A variacao em sua ag@o ¢ dada por:

55 = g [ @[5 (v=g) B+ =08 (R)] (191)

2x 2Kg C

Na Eq. (191), é necesséria a variacdo de y/—g, que esta expressa abaixo:

5 (V=9) = — 5V 00u09" (192)

Ao aplicar a relagao (192) a (191), temos:

11 (1 1
6Sg = —- / o d*zy/—g [——gWR2 (6g") +2RR,, (6g") + 2Rg" (OR,,)| . (193)
0

O ftnico termo que calcularemos na minimizacao acima é 2Rg"” (0R,,,), pois é o tnico termo
que nao apresenta a variacao explicita do tensor métrico, (0g*”). Para isso, é necessério
calcular 0 (R,,), e usaremos a identidade de Palatini para este fim. A identidade de Palatini

pode ser encontrada em Ryder (2009), e é expressa por:
6 (Ru) = Vb (T5,) = V.0 (T5,) - (194)

A identidade de Palatini ainda nao apresenta dg"” de forma explicita; por essa razao, faz-se
necessario o caculo da variagao dos simbolos de Christoffel. Essa deducao é feita em detalhes
no Apéndice F — o calculo seguiu os passos de Ryder (2009). A varia¢do dos simbolos de
Christoffel é dada por:

= lgo‘ﬁ [Vu6 (9u8) + V0 (gu) — V0 (gw)] - (195)

5(1) = 3

Observamos que a Eq. (195) esta em fungao da variagao do tensor métrico covariante; por

outro lado, buscamos a variagao do tensor métrico contravariante. Para isso, podemos usar
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a relagao:

J (g,ua) = _gupgua(s (gpy> . (196)

A relagao (196) é util pois, em conjunto com a Eq.
(194) na forma:

(195), coloca a identidade de Palitini
1 po ao af o
d (RMV) = _§Vo¢ { [gupvu(s (g ) + gauvl/5 (g ) —4g gupgauvﬁfs (gp )] }
1
+ 5V {1956V u0 (6"7) + 904V a6 (9°7) — 94,V 56 (9”°)] } - (197)

O termo que aparece na Eq. (193) é ¢""0 (R,,). A contragao de (197) com ¢ resulta em

simplificagoes por renomeagoes de indices mudos, e, por consequéncia, a identidade reduzida
é:
g" 6 (Ry) = 096 (¢") — V.V, (g") . (198)
Com a Eq. (198), a Eq. (193) escreve-se:

1 11 4 — _1 2 nv
0Sg = QXQROC{/d T/ g< 2gWR +2RRW>5(9 )

+2 [ Aoy RO 9,8 ()~ B9, 9.0}

A segunda integral na equacao acima possui termos de superficies que nao contribuem para

a equacgao de movimento e termos que se anulam em renomeagcoes de indices. A deducao
detalhada dessa etapa estd no Apéndice F. Por fim, teremos:

1
6Sg = —~ [ d* —2 — —Guw
s .
+2(0R) g — 2(V,V,R)} 6 (9") (199)
O termo associado a Podolsky ¢ o terceiro termo do lado direito da Eq. (190). O proce-

dimento de variacao é andlogo ao do termo associado a Starobinsky, e também se encontra
no Apéndice F. Escrevendo o termo de Podolsky isoladamente, temos:

§Sp = ﬂ_ / d*zé <\/_ 5V RV“R) (200)

Um resultado parcial da variagdo da Eq. (200) ¢ dado por:
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55p = D01 / V=g {(——guyég“”)wf’v RV,R)

2 22 K3 C
+ (0g")V,RV, R + 29"V, R (V,0R)} . (201)

O ultimo termo da Eq. (201) possui integrais de superficie. O procedimento para o calculo
deste termo assemelha-se com aquele para o termo associado a Starobinsky. Depois dessa

ultima etapa, podemos escrever a forma final para a variacao do termo associado a Podolsky:

1
/ HAVES (——g,wV RV,R+V,RV,R—-20RR,,
—2gW 0* R+2V,V, 0OR) ég" . (202)
Apos os calculos separados de termo a termo, é necessario reagrupé-los em uma tunica

equagaoe acopla-los a lagrangiana de matéria, que por definicao nos da o tensor de energia-

momento. A acao em sua totalidade é dada por:

1
S = Sgnsp + Sy = E/d4IL’\/—g (Eg + ﬁm) .

Temos:

0S = 6Sgnsp + 0S5, = 0SgH + 0Sg + 0Sp + — /d4.T\/ 5 MV ,

onde
2 0L,
T, = ——=m
V=g g™
Ao usarmos os resultados preliminares — e.g. (81), (199) e (202) — temos a plenitude das

equagoes de campo de Starobinsky-Podolsky:

1 1
G+ — [QR (RW — Zg’WR) +2 (9 O -V, V,) R]

2K
1
+% (_ZQWV"RVJR +2V,RV, R — ORR,, — gy 0° R+ V,V, O R) T (209)
0
Definimos:

1
H'L“j = 2R (Ruy - ZgHVR) + 2 (gy,z/ D _vl/v‘u,) R7 (2O4>
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1
LWEE—ingaRVaR%—VMRVVR——QDEH@V—ZQW[f}%+2VMVVD]% (205)

Assim, reescrevemos a equagao de campo do modelo de Starobinsky de ordem superior na
forma compacta:
1 Bo
GH’V + 2_/10H/UJ + Q_KI%[MV = XT;LI/ . (206>
Investigaremos se essas equagoes de campo admitem uma solucao do tipo ondas gravita-

cionais. Comegamos essa tarefa linearizando (206) na proxima segao.

4.2 APROXIMACAO DE CAMPO FRACO

O procedimento da linearizacao das equacoes de campo foi abordado na Secao 2.6.1 no caso
da RG, e aqui segue procedimento semelhante. Inicialmente, escrevemos o tensor de Ricci e

o escalar de curvatura em funcio de h,,. Da Eq. (94):

- 1
h/u/ = huu - §nuuh; (207>
h=—h, (208)
(§]
_ 1 _
hw/ = h;w - 577,ulfh- (209>

Substituindo a Eq. (209) em (92), temos:

1 _ _ _ 1 -
RWZEh@m+@@@—@mOW—?M@}. (210)

O escalar de curvatura associado é:

1 _ _ T
R_Mﬁm_§wﬂaaw+@@m—am(mﬁammﬂ.

Assim,

_ 1 _
R = 0,0, + 50,0"h. (211)

Com as Egs. (210) e (211), podemos linearizar as equagoes de campo de Starobinsky-
Podolsky. A linearizacao é feita termo a termo de acordo com a Eq. (206). Iniciamos

com o tensor de Einstein,

65



1
Guu = R,uu — §gMVR .

Utilizando as Eqgs. (210) e (211) nas equagoes de Einstein, teremos produtos de ordem
superior em h que serao negligenciados devido & expansao da métrica até ordem linear;

ademais, observamos que os termos dependentes do traco de h, se cancelam. Assim:

1 _ _ _ _
G = 3 [Qpayhﬁ + 0,0,h8, — 8,0 Iy, — 1, 0,0,07 ] . (212)

O termo de Starobinsky é dado pela Eq. (204):

1
H,, =2R (RW — ZQWR) +2 (9 0—-V,V,)R.

Os termos multiplicativos RR,, e R? sdo termos de ordem superior em h,,,, O(h?), e, por

essa razao, serao negligenciados:

H,=2n,0-V,V,)R.

Substituindo (211) neste resultado, obtemos:

_ 1 _
Hy =2 (0 0 =V, V,) | 9,0, + 50,0N| . (213)

Um ponto crucial para entender o proximo passo é o de que a derivada covariante é definida
por um termo de derivada parcial mais termos que envolvem a conexao, e esta, por sua vez,
é definida por derivadas da métrica. Com isso, a acao da conexao encapsulada no operador
(nw O —V,V,) sobre os termos que se encontram em colchetes na Eq. (213) serdo de ordem
superior em BW. Isso significa que as derivadas covariantes na linearizagao podem ser escritas
apenas como derivadas ordinarias. Portanto, a linearizacao do termo de Starobinsky pode

ser escrita como:

_ 1 _
Hyy = 2 [0 (1°°0,0,) — 0,0,] (a,,a(,hm + §nfwapagh> . (214)

Por dltimo, a linearizagao do termo de Podolsky segue o mesmo procedimento aplicado

ao termo associado a Starobinsky. Da Eq. (205),

1
L= ~59w NV RVeR+V,RV,R =20 RR,, — 29, OF R+ 2V,V, O R,

e de nossas observagoes anteriores, temos que os trés primeiros termos resultam em parcelas

de ordem superior sendo, novamente, negligenciados. Logo:
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IMV - _QQMV D2 R + QVMVV (] R.

Lembrando que, na teoria linearizada, a métrica em produto com [12R contribui apenas com
a métrica de Minkowski e notando que, nessas circuntancias, as derivadas covariantes operam
como derivadas parciais, podemos colocar em evidéncia no lado direito da equacao acima o
D’Alembertiano do escalar de curvatura e o sinal negativo em evidéncia no lado esquerdo.
Este procedimento mostra que o mesmo operador (7,,, 0 —V,V,) aparece tanto na contribui-
¢ao de Starobinsky quanto na contribuicao de Podolsky. No caso de Starobinsky o operador
atua no escalar de curvatura, ja no caso de Podolsky, o operador atua no D’Alembertiano do

escalar de curvatura. Assim:

1, =-2(n,0-0,0,) (0OR) . (215)

Substituindo a Eq. (211) em I,,, e escrevendo os D’Alembertianos como derivadas ordinarias,

vei:

Ly = =2 [ (70x0;) — 0,0, {naﬂ 005 (0;)3071”” + %@3’%)} : (216)

Por fim, substituindo (212), (214) e (216) em (206), encontramos as equagoes de campo

linearizadas completas para o modelo de Starobinsky de ordem superior:

(070, hyp + 0,07 hiy — 0,0° Ry — 1,070 )

2 1 §
= [ (0°70,05) = 0,0, (8”8"hpg - angaﬂaah>
0
2ﬁ0 AT af 00T, 1 o7, -
== [ (17030;) = 0,0, |1°°0a05 | 00 hpo + 50,0 ) | = 2xTy . (217)
0

A Eq. (217) possui derivadas de sexta ordem. Para encontrar a sua solugao, optamos pela
decomposigao escalar-tensorial. Buscamos, assim, uma redugao da ordem das derivadas que
aparecem na equacao com intuito de facilitar a sua resolugao. O procedimento seré analisado

na proxima secao.

4.3 DECOMPOSICAO ESCALAR-TENSORIAL DO CAMPO LI-
NEARIZADO

A Eq. (217), é escrita em func¢ao do tensor BW covariante. Podemos tomar o seu traco, o

que conduz a:
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(090" + 070 sy — 0,0°h — 4070 D)

+2 (3m) (apaahp,, + %npaapaah)

Ro

_2/{_@) (30) [D (8”8%,,(, - %@aﬂhﬂ = 2T,

0

ou

_ - 6 - 1 -
—0Oh—20°0"h,, + = O [3‘@0 (hpo' + §np0'h):|
0

_6_520 02 [8@0 (hm + %ngph)] = 2xT, (218)

Ko

onde O = n*0,0,.
Com o intuito de reduzir a ordem das derivadas das Eqgs. (218) e (217), definiremos um

novo campo escalar ¢ proporcional ao escalar de curvatura R:

_ 1 -
Kyko® = R = 0"9" (hw + §nwh) , (219)

onde K, é uma constante a ser determinada. F ttil definirmos outro campo escalar, W,
como o D’Alembertiano do escalar de curvatura, pois, a equacao linearizada de sexta ordem é
dependente tanto do escalar de curvatura quanto do D’Alembertiano do escalar de curvatura,

devido as contribuigoes de Starobinsky e a de Podolsky. Portanto:

_ 1 _
Kglig\lf = KQI@() O®=0R = Da“al’ <h“y + 577m,h> s (220)

tal que:

kU =09 (221)

Com as Egs. (219) e (220), conseguimos escrever a Eq. (217) em fun¢ao dos novos campos

escalares:

- _ ~ ~ 2
Oy + 000707 hpo — 070,y — 0,0 huvs| + — 0,0, — 1,0 (K2k®)
0

26
—730 0,0, — N 0] (Kok2¥) = —2xT),, .
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Podemos reagrupar melhor os tultimos termos do lado esquerdo da equacao, obtendo:

Ol + [ 070 By — 00, By — 0,0 o]
+2K5 [(0,0, — 0w 0) (P = BoV)] = —2xT),, . (222)

Se, neste ponto, aplicassemos o calibre harmonico da RG, 07h,, = 0, entao, a primeira linha
reduziria-se ao lado direito da equagdo de onda, Eq. (102); ainda assim, a nosso modelo de
gravidade modificada prevé a contribuicao dos modos escalares ® e W. Uma outra diferenga:

adiante aplicaremos o calibre harmonico generalizado, que é diferente de 97h,, = 0.

Por outro lado, a equagao do trago (218) transforma-se em:

Oh + 20°0°h,, — 6K, O (P — Bp¥) = —2xT . (223)

Passamos, agora, a efetuar a decomposi¢ao de h,, em funcao dos escalares ¥ e ® e
também do modo tensorial h,,. Para isso, introduzimos novas constantes arbitrarias, K e
K3, que serao determinadas futuramente com o objetivo de simplificar os resultados. Essa é

a decomposicao escalar-tensorial que d4 titulo & esta secdo e escreve-se:?2

Buu = h,uzl - Kln,uu (Q) + KSﬁO\D) ) (224)
com traco,

h=h—4K, (®+ K36,%) | (225)

onde h é o trago de Buw
Inspirados no artigo de Accioly et al. (ACCIOLY, A. et al., 2017) impomos o calibre
harmonico sobre o campo izu,,, ao contrario do que acontece na RG, onde o calibre harmonico

¢ aplicado em h,,. Com isso, temos:

D = 0. (226)

A atingibilidade deste calibre harmoénico generalizado encontra-se no Apéndice G.
Substituindo as Eqgs. (224) e (225) em (211), encontramos uma equagao para o escalar

de curvatura em funcio dos campos escalares ® ¢ U e do modo spin dois k,,,, dada por:

2

R = "9 { [;W — Ky (@ + Kgﬂolll)] v %mw [ﬁ 4K, (D + Kgﬁo\ll)] } . (227)

22Uma abordagem alternativa aparece na referéncia de Teyssandier (TEYSSANDIER, 1989).
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Distribuindo as derivadas termo a termo e usando o calibre (226):

1 ~
R = —Klnuya“@'j (q) + Kgﬁo\p) -+ 577#”8“3” h — 4K1 ((D + Kgﬁo@)

1 ~
=—K,0O(®+ K36,V) + 3 Oh—2K,0(P+ K36,V)

1 -
= —0Oh—3K 0(®+ K357) .

[\

Por outro lado, conforme (219),

1 -
KQH(](I) = 5 h — 3K1 O ((I) + Kgﬁo‘lf) s
ou,
Oh = 2K,k0® + 6K, O (D + K3B,0) . (228)

Assim, obtemos o D’Alembertiano do traco do modo tensorial em fungao dos campos escalares
® e V. Essa equagao sera util para a equagao do trago do tensor energia-momento, como

veremos abaixo.

Usando (224) e (225), reescreveremos a Eq. (223) em funcao do trago do modo tensorial
de BW:

“oyT =0 |h — 4K, (& + Kgﬂoklf)] + 2019 [BW — K1 (® + K38,0)
6K, 0 (P — Fyl)
— Oh — 4K, 0(® + K3f¥) — 2K, O (¢ + K36,0) — 6K, 0 (& — Sp¥) |

Le.
—2XT = 0h — 6K, O (® + K36,0) — 6K, 0 (¢ — fo¥) , (229)
que ¢ a Eq. (223) escrita em termos dos modos escalares e tensorial. Com (228), isso da:

—QXT = QKQKZO(I) + 6K1 O (q) + Kgﬁg@)
— 6K, 0 (D + K35y¥) — 6K, 00 (® — By0)
= QKQHJOCI) - 6K2 ] ((I) - 50‘;[/) .

de onde obtemos:
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0(® — Byl) — %CD - BLKZT. (230)

Ademais, podemos reescrever a Eq. (222) utilizando (224) e (225). Veja:

— Ty = Oy + [0 00 s — 00y by — 0,0 ]
+ 2K [(0,0, — 0w 0) (P — Bo V)]

—2xT,, =0 [ﬁw — Kyt (D + Kgﬁoxp)} 1 0P [izpa — Ko (@ + Kgﬁo\ll)}
— 979, [ﬁup — Kyt (@ + Kgﬂo\ll)] — 8,0 [;3,,0 — Ky (B + Kgﬁo\lf)]

+ 2K, [(&Iau - 77WD) ((I) - BO\II)} :

Devido & Eq. (226), a equagao acima se reduz para:

—2XT, = Dil;w — K11 O (P + K360¥) — Kimp O ( + K350¥)
+ K10,0, (P + K360¥) + K10,0, (P + K36,¥)
+ 2K (0,0, — 1w D) (2 — Bo¥)]
—~2xT = Ohyy — 2K11,, O (@ + K38,0)
+2K,0,0, (P + K360¥) + 2K, (0,0, — 1,,0) (P — So V)]
—2XT} = Ohyy + 2K1 (0,0, — 10,0 0) (® + K36, 0)]
+ 2K, (0,0, — 1, 0) (P — Fo¥)] . (231)

Conseguimos observar na equagao acima que os dois ltimos termos possuem a mesma forma,
exceto pela diferenga de constantes arbitrarias. Conseguimos fixar as constantes K, Ks e

K3 de modo a ter uma simplicagdo da Eq. (231). De fato, com as escolhas
K1 = —KQ e Kg = —]_, (232)

a Eq. (231) assume a forma tradicional para a equagao de onda do campo de spin dois:

Oy = —2XT . (233)

A equagao acima possui a mesma forma funcional da Eq. (102); ela encapsula, em sua forma,
a polarizacao das ondas gravitacionais estudadas no regime da RG. Assim, o modo tensorial

das OGs no modelo de Starobinsky de ordem superior sao capazes de reaver as caracteristicas
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das OGs previamente estudadas na Secao 3. A diferenga do nosso modelo para a RG aparece
na polarizacao adicional associada aos modos escalares.
A Eq. (230), em seu lado esquerdo, possui dependéncia dos dois campos escalares @ e
U. Porém, conseguimos usar a relagao entre os campos escalares para reescrever a Eq. (230)
sem a dependéncia explicita de um deles. Para tanto, aplicamos um D’Alembertiano na Eq.
(221), reorganizando a equagao e temos:
0v = Lo, (234)
Ko
Substituindo a Eq. (234) em (230), obtemos uma equagao para o modo escalar sem depen-

déncia explicita de W:

Bo 2 1 1 X
— - —Od+-d=-— T. 235
Z - 00+ g e (235)

A decomposicao escalar-tensorial realizada a fim de reduzir o grau das derivadas da Eq.

(217) fornece-nos o conjunto de equagoes diferenciais dado por (233) e (235):

DE#V:_2XTMV
So?e-L1oo+ib=—32T - (236)
0

3ko K2
d,h* =0

Recapituando: apos trabalharmos com as equagoes de campo de Starobinsky-Podolsky
linearizadas e obtermos uma equacao diferencial de sexta ordem, introduzimos dois campos
escalares que, com o auxilio do calibre harmoénico para o modo spin dois, levam & uma sepa-
ragao destas equagoes. Esta separagdo é vista no conjunto (236), onde temos uma equagao
para o modo tensorial de spin dois, suplementada pelo calibre harmonico, e uma equacao
diferencial de quarta ordem dependente apenas do modo escalar ®. A ordem da equacao
para o modo escalar nos motiva a uma nova decomposicao e consequente redugao de ordem
da equacao diferencial associada. Para isso, comecemos introduzindo um ansatz em que a

equagao diferencial para ¢ assume a forma:

(E _ K_) (502 _ K+) op=__X (237)

Ko ) 3HOK2 ’

de tal forma que as constantes K, e K_ sejam tais que a segunda equagao do conjunto (236)

e a Eq. (237) sejam iguais. Fazendo as operagoes distributivas na Eq. (237),

02 1 X
—¢ - — (K K_ P K K. )®=-— T
ﬂo/ﬁ% FGO( ++50 )D +( +) 3/<LOK2 )

e comparando com a segunda equacao presente em (236), obtemos:
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Ky + foK- =1

(238)
K_K+ - %

Resolvendo o sistema (238), conseguimos obter, fazendo escolha adequada de sinal:

K_:%%ll—,h—gﬁol | (239)
14+ 4/1— %ﬁol . (240)

A Eq. (237) possui dependéncia explicita apenas em ® e é de quarta ordem. Conseguimos,

1
K, ==
9

porém, introduzir outro campo escalar para reduzir a ordem da equacao diferencial. Quando
assim o fazemos, encontramos equacoes do tipo Klein-Gordon com fonte para os dois novos
campos. Uma das equagoes teréd o trago do tensor de energia momento como fonte; e, a outra
equacao tera um dos campos escalares como fonte. Isso tudo sera explicitado a seguir.

O procedimento inicia-se com as seguintes definigoes:

>=d, (241)
e
O
(ﬁo— - K+) o, =d_. (242)
Ko
Com (241) e (242), a Eq. (237) se transforma para:
O X
——K_ |o_=— T. 243
<I§30 ) SRQKQ ( )

A Eq. (242) pode ser reorganizada como:
(O-m3) Py =—_, (244)
onde definimos:
mi=—K,. (245)
Ademais, o procedimento para Eq. (243) é semelhante e temos:

X

— 2 _
(D-m2)e = -7,

(246)
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se definirmos:
m? = koK_ . (247)

As Eqgs. (244) e (246) sao equagoes do tipo Klein-Gordon com fonte e encapsulam os
modos massivos das OGs no modelo Starobinsky de ordem superior.
Podemos reunir as Eqgs. (245) e (247) utilizando as Eqs. (239) e (240):

4
260 1i,/1—§50] . (248)

Com as definigdes (241) e (242) de ®, e ®_, reescrevemos h,, em fungdo dos novos

2 _
my =

campos escalares. Com efeito, usando as Eqs. (232), (234) e (241), a Eq. (224) assume a

forma:

Bo

}_Ll“/ = ltl,ul/ + K277,ul/ |:(I)+
Ko

(D¢>+)] . (249)

Aqui, h,, ¢é tensor transverse traceless. Isso constrasta com o que estudamos na Secao 3,

onde o objeto BW é quem possui essa caracteristica.
De (244):

D(I)+ = @(I), —'— mi(I)+ ,
Bo
e substituindo em (249):
iy = oy + Kot {<p+ _o Do) q>+} |

Usando a Eq. (248) para m3:

_ - 1 / 4
h/u/ = h;uz + KQT}/U/ [5 (1 - - §BO> (I)-‘r - (I)—] )

de onde identificamos que m? = B_O [

CA.’JI»J>

0] Incorporando a constante K5 na

1
2
definicao dos campos escalares, segue que

B,uu = iLul/ + Umy |:50

m? P, — (IL] . (250)
Ko

As Eqgs. (233), (244) e (246) formam as trés equagoes fundamentais para as OGs no

modelo de Starobinsky de ordem superior. Sao elas:?3

~ 23As Eqgs. (251), (252) e (253) precisam, ainda, ser suplementadas pela condigao de calibre harménico para
by, ie. O,h* = 0.
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Ol = —2XT )0 - (251)

(O-m?)d, = %tb_ . (252)
(O-m2) @ =-3T. (253)

O conjunto de Egs. (251), (252) e (253) sao as equagdes das quais buscamos as solugoes.
A Eq. (251) é a componente tensorial de spin dois; ela tem a precisamente a forma da Eq.

(102), portanto, a sua solu¢ao também tem a mesma forma funcional da Eq. (103):

_ 4 3./
R (@ 1) = —2C / T @), (254)

4 L -
C 7 —

Assim, a Eq. (251) é a responsével pela polarizagao das OGs, estudadas na subsecao 3.2.2,
e pela transversalidade da onda. Ja as Eqgs. (252) e (253), que sao os casos massivos para as
ondas gravitacionais no modelo de Starobinsky de ordem superior, serao as responséveis por
induzir deslocamentos longitudinais ao longo do eixo de propagacao da onda.?*

Para resolvermos a Eq. (252), necessitamos, primeiro, da solugdo para ®_, e é da Eq.
(253) que a obteremos. Passamos, entdo, a nos preocupar em solucionar a Eq. (253) na

proxima, secao.

4.4 SOLUCAO PARA O MODO ESCALAR &_

Consideremos a Eq. (253). Definindo:

Q= —§T, (255)
logo,
(O-m2)d_ =Q. (256)

A solucao de (256) ¢ dada em termos da funcdo de Green Gg (2;2"), que satisfaz a

equacao diferencial®®

(O-m?)Gg (z";2") = 6* (2 — ") . (257)

24Um trabalho futuro interessante seria investigar como os modos escalares ®, e ®_ relacionam-se com os
campos escalares e vetoriais do equivalente escalar—multi-tensorial das teorias f(R, VR, ..., V"R) explorado
nos trabalhos (CUZINATTO et al., 2016) e (CUZINATTO et al., 2019b).

25Estudos da funcdo de Green envolvendo a eletrodinamica generalizada de Podolsky, que inspirou o termo

de derivada superior na acao do modelo de Starobinsky de ordem superior, aparecem no trabalho de M. Lazar
(LAZAR, 2019).
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Uma vez que tivermos resolvido a Eq. (257) obteremos a solugao da Eq. (256) na forma:

O (at) = / Go (22 Q (&) d'e (258)
Um método para buscar a solucao através da fungao de Green é usar a sua transformada de
Fourier:
1 , )
Go (27;2") = 5 /e“"‘(z#“ e (q,) d*q. (259)
(2m)

Com a transformada de Fourier, temos o aparecimento da funcdo gs (¢,), que é dependente
da variével de integracdo. E necessario encontrarmos a forma funcional de gg (¢,). Para isso,
substituimos a Eq. (259) em (257) e temos:

B
(2r)?

Por outro lado, precisamos da representacao integral da fungao delta:

(O -m2) Go (2") = / [—auq —m2] &= gq (q,) d'q. (260)

1 ; r—
5 (ot — ™) = /e’q“(x . (261)

Substituindo as Egs. (260) e (261) na Eq. (257) temos que a fungdo ge (g,) € satisfeita para:

1
9o (av) = o g ] (262)

Utilizamos a equagao acima para reescrever a Eq. (259). Com isso, a fun¢ao de Green é

expressa por:

1 : / 1
Go (27;2") = /d4qe’q“(wx (S 263

Vamos, agora, avaliar a Eq. (263) em detalhes, explicitando as componentes espaciais e

as temporais de g, e x,. Assim:

1 ; 0 70 . / ].
Gq; 331/; V) = / dq dSqezqo (m —x )ezq.(xfx ) :
( ) ’ (—q0¢° — q;¢/ —m?2)

1 . , . 0_,./0 1
= d3qetdx=x") d oezqo(x —a) 5 )
(%f/ 1 {/‘q K%>—¢—mﬂ}
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Consideremos a integral entre chaves na equagao acima:

, , 1 Foo . , 1
Iy = / dagoe'®('~") - / dgoe (™" ")~ (264)

(@) —a2—m?] J & [(90)* — p*]

com,

=gt +m?. (265)

A Eq. (264) é calculada pela formula integral de Cauchy e se divide em dois casos (GREINER;
REINHARDT, 2003; ARFKEN; WEBER, 2007; GRIFFITHS, 2005):

(I) Para 2¥ > 2'°, deslocam-se os polos a metade positiva do plano complexo e escolhe-se

um caminho fechado dado por um semicirculo com orientacao anti-horéria na parte positiva
do plano complexo. Desse modo, usando o teorema dos residuos:
eiqo(l,o_ac/o) eiqo(:co—:v’o) eiqo(:vo—ac’o)
Iy = 516 dgo =27 | ———— + | —
(90 +p) (90 — p) (@0+p) || _ (40 — p)

' 6@'1)(:1:07:16/0) e,ip(xo,zlo) i eip(IO,x/O) B efip(:pofm/o)
= m - = —(2i)

q0=—p

)

P P P 2i

ie.
27
Iy =—"sen[p (2" — 2")] . (266)
p
(IT) Para 2° < 2, a fungdo de Green ¢ nula, devido a razdes fisicas: o sinal ¢ ligado em
t" =t. Os polos sao deslocados para a metade superior do plano complexo, localizados fora
do caminho fechado na parte inferior do plano complexo. Portanto, a integral de Cauchy
seré zero.

Go (27;2") =0. (267)

Usando a Eq. (266) na expressao Gg (z”;2"):

Com a relagao (265), isso é o mesmo que:

1 iq.(x—x")
Go (2";2") = _W d3q%sen {\ [q? +m? (2 — x’o)} , (268)
™ q°-+m=

onde

d®q = ¢*senfdqdbde
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q.(x—x')=q.s = gscosb,

se adotarmos o eixo z na diregdo do vetor s, cuja magnitude ¢ |s| = |x — X/| = s, teremos

que o angulo # serd o angulo polar das coordenadas esféricas. Entao,

1 iqs cos 6
Go (27;2") = —W/qzsenedqd%d)\/%sen {\/qQ + m2_C7':| , (269)
T q® +m2

onde
o7 = (2° = 2°) = (ct — ') . (270)
A integral em ¢ é trivial e d4 como resultado 27, a integral em 6 é solucionada com a mudanca
de variavel u = igscosf, e temos como solucao 2% . Portanto a Eq. (269) é reescrita
como:
9 1 [~ sen [\/q2+m2_c7']
Go (27;2") = — - / gdgsen (qs . 271
d ( ) (271')2 s Jo ( ) \/m ( )
A solugao da integral (271) para o caso particular ndo-massivo, ou seja, para
m_ =0, (272)
encontra-se no Apéndice H e vale:
v v 1 1
Go (2";2")=——=1[0(s—cT) = (s +c7)] . (273)
A1 s
Para o caso massivo ¢ necessario resolver a Eq. (271). Seja:
E,=\/¢>+m*. (274)
Substituindo (274) em (271):
2 1 [~ sen (E,cT)
Gg (272" ————/ dgsen (qs) ———21—~. 275
a ( ) s ), (gs) B, (275)

Sabemos que ¢sin (¢s) é¢ uma fungdo par; E, também é par em relagio a ¢. Consequentemente,
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temos que o integrando é par e a integral pode ser calculada como:

1 1 [
Go (z¥;2") = — 7 ; / Eiqdqsen (gs) sen (E4cT)
1 l/oo 4 4, XD (1B, cT) —exp (—iEer) ] [exp (igs) — exp (—igs)
o 2n)?s ) By 2 2 ’

onde escrevemos os senos em sua forma exponencial. Com a distributiva dos termos, temos:

1 1 [
Go (2% 2") = = ; / Eidq lexp (iE et +igs) — exp (iE et — igs)

q
—exp (—iE, et +igs) + exp (—iE,cm — 1gs)] .

—0o0

Tomando ¢ — —¢ no primeiro termo e no ultimo termo da equacgao acima, segue que:

1 1 oo [o¢]
Go (2";2") = —— {—2/ idq exp (1B et — igs) — 2/ Eidq exp (—iE et + iqs)} ,

(471')2; o) Eq —00 q
ou,
Gola'ss) =~ | | edaespli(Brer —as))+ | Adgespl-i (Eyer - 09)
A sn2s | . E, “ B, ‘ '

(276)
Conseguimos escrever as integrais acima como derivadas parciais em s de novas integrais.
Este procedimento é 1til pois conduz a solucao em termos da funcao de Bessel de primeiro

tipo — como monstrado no Apéndice H — que aparece na Eq. (283) abaixo.?® Temos:

/_Z Eiqdq exp [—i (Ey,er — qs)] = —i% /_O; dlep [ (%ZCT —95)] ) (277)
E,
/_Z Eiqdq exp [i (Eyerm — qs)] = Z% /_Z dlep ‘ (EE,ZT —s)] : (278)
26Note que:
(539/0; P [—i (%}CT—QS)] _ /O; g P [—i (%}CT—QS)}SS =i (Byer — gs)]
- [ PR i g,

i.e.

* q . .0 [ exp[—i(Eyer —gs)]
4 —i(Eyer — gs)] = —i—
[m Eqdqexp[ i (Eqct — ¢5)] U [m dq ,

que é a Eq. (277).

79



Substituindo (277) e (278) em (276):

1 1.0 [~ E,er — R —i(E.cr —
G(I) (xl/, m/V) - _ - - |:Z—/ dlep[ ( ECT qs)] o Z%/ dqexp[ G (ECICT qs)]:| ,
_ q _

q

o0 o0

ou

872 s 0s E, E,

q —00 q

Go (2 27) = i 10 {/OO P [—i (E et — gs)) _/°° dqexp[ i (E, CT—C]S)]} ‘

—00

Agora, propomos as substituicoes:?”

E,=m_coshn. (279)
q = m_senhn. (280)
Entao,
d
dq = d—qdn = m_ coshndn,

com ¢ — +00 = 1 — £o0.

Assim,

' hn — h
Go (z¥;2") = L__{/ m_ coshndn xp [im (e7 coshy = ssenh)|

872 50s

m_ coshn

B / . cosh ndnexp [im_ (cT coshn — ssenhn)] } 7

m_ coshn

que € 0 mesmo que:

Go (2z¥;2") = 119 {/ dnexp [—im_ (¢t coshn — ssenhn)]

812 5 0s
- / dnexp [im_ (et coshn — ssenhn)]} . (281)
Devemos ter
t>t (282)

do contrério a fungao de Green é nula. Com isso, teremos trés situagoes envolvendo 7 e s/c,

das quais depende o célculo das integrais que aparecem em (281). As referidas situagoes sao

27 As substituigoes (279) e (280) sdo interessantes, pois respeitam a relagao

2 2 __ 2
Eq_q =m_,

que esta de acordo com a defini¢do (274) de E,, pois, B, = 1/¢? + mZ.
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discutidas no Apéndice H e levam ao conjunto abaixo:

iz (/= () moto. o>

mCeSs c

0, m_#0, 7<

o lw

Go (27;2") = (283)

Qle Oln

Parece-nos 1til reunir o conjunto de solugoes acima em apenas uma equagao; usamos a funcao

de Heaviside para este fim. Dada a funcao de Heaviside:

oD

(284)

Qle Oln

(285)
Observamos que o primeiro termo da Eq. (285) é nao nulo apenas quando 7 = 2, dada a
propriedade do delta, e a funcao de Heaviside garante que o segundo termo sé sobrevive caso
7 > 2, 0 que mostra a unificacao do conjunto (283). Finalmente, usamos G para calcular

®_ pela Eq. (258). Explicitando as dependéncias nas componentes espaciais e a temporal:
O (r,t) = / Go(r— 1, ct — ct') Q (', #) dPr'd (ct') . (286)
Com a Eq. (285)

o (r,t)z/{—iéa <t—t’— |X—CX’|)
A

—0
+ 47

’)
Q. t)d*rat
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ou,
O (rf) = ——— / L st o v)ydrar
7 4r ) |x—x| 7 ’
J (m_C\/(t — 1)’ — (x=x
+ [ (t, —t")
o V=)= (=)

onde, como sabemos, t, = t — |x — x| /c é o tempo retardado. A Eq. (287) é analoga
4 equacdo que se encontra no trabalho de Naf (NAF; JETZER, 2011). Ainda podemos

escrever:

)2
) Q (v, ") d*r'dt" . (287)

O (r,t) =

= - —x

/ tr) dSX/

! / < ti/)t,)(ng/) ) Q. 1)t . (288)

C

Com a relagdo de 7 =t — t/, a Eq. (288) transforma-se para:

W L] <“ GLC) R

onde usamos a Eq. (255) e x = 87G/c*.

Essa é solugao geral de ®_ (x,t). Para especificar ainda mais a sua forma funcional,
precisarfamos modelar a fonte, ou seja, dar o tensor-energia momento associado. O traco de
T,, para essa fonte seria, entdo, substituido em (289) e as integrais resolvidas. Com isso,
estariamos de posse do modo escalar massivo ®_ (x,t) da onda gravitacional. O préximo
passo no roteiro seria substituir ®_ em (252) para calcular o segundo modo escalar ..
Ambos os modos escalares ®_ e ¢, poderiam ser combinados com o modo tensorial iz,w para
formar o tensor h,, da Eq. (250). Este tltimo é o tensor a onda gravitacional da teoria de
Starobinsky de ordem superior para fonte escolhida.

Os passos descritos acima poderiam ser executados considerando um sistema binario como
fonte. A espectativa é encontrar uma equacao para a poténcia irradiada na forma de ondas
gravitacionais que generaliza a Eq. (186), obtida na Segao 3.4.1 no contexto da relatividade

geral. Como primeira aproximacao, é habitual considerar o ponto de observacao a grandes
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distancias da fonte. Nesta circunstancia,

S |-

e a Eq. (289) simplifica-se um pouco:

/72 _ (r)?

2G1 / 3/ 2G = Jl(mc ' (C)) 34/ /

D (x,t) =5~ | T, t,)d°x'=m_-— dr xX'T (X, t—71) .
C T

3647“ 3 7_2_ (5)2

(290)
A continuidade do roteiro apresentado nos tltimos dois pardgrafos fica como aplicagao

futura dos resultados apresentados nesta dissertacao de mestrado.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho foi dividido em trés partes essenciais: estudo da relatividade geral (RG), estudo
das ondas gravitacionais (OGs) no regime da RG, e as OGs no modelo de Starobinsky de
ordem superior.

No estudo da Relatividade Geral, foi discutido o principio da equivaléncia que possui
um papel de suma importancia para a RG. Apresentamos um breve estudo sobre tensores,
em geral, e a métrica, em particular. Definimos os simbolos de Christoffel e construimos
a equagao da geodésica como uma generalizacao da equacao da reta para o espago curvo.
Em seguida, os tensores de Riemann, de Ricci, e o escalar de curvatura foram apresentados
para podermos deduzir o tensor de Einstein, e consequentemente, construir as equagoes de
Einstein. Calculamos a constante y presente nas equagoes de campo abordando o limite de
campo fraco. A ultima fase no estudo da RG foi a deducao das equagoes de Einstein via a
integral de agao de Einstein-Hilbert (RYDER, 2009).

A segunda etapa do presente trabalho foi a analise das ondas gravitacionais no regime
da RG. As equagoes de Einstein foram linearizadas com uma expansao da métrica dada
POr Gy = Nuw + Ny Com isso, encontramos uma equacao de onda nao homogénea para
By = hy — (1/2)n,,h, cuja solugdo ja é conhecida do Eletromagnetismo (JACKSON, 1999).
Ao impormos a condi¢ao de vicuo, deparamo-nos com a solu¢ao de ondas planas, escritas
em termos das matrizes de polarizacao. Tais matrizes caracterizam as ondas transversais no
modos + e X, relacionados & maneira como particulas se comportam quando da passagem das
OGs. Apo6s o estudo das OGs planas, resgatamos a equacao com fonte para l_zw, Eq. (103);
entao, construimos uma solugao dependente da segunda derivada temporal do momento de
quadrupolo. Identificamos a necessidade de introduzir o pseudo-tensor energia momento para
avaliar a energia transportada pelas ondas gravitacionais, e concluimos que o fluxo de energia
da radiacao gravitacional vai com o quadrado da terceira derivada do momento de quadrupolo.
Especificamos a forma funcional desta quantidade para um sistema de duas massas em 6érbita
circular. O resultado (186) estabelece que a poténcia irradiada escala com o fator G/c®; o
que significa que a intensidade da radiagao gravitacional é sempre extremamente fraca.

Na tltima etapa do trabalho, partimos para o estudo da gravitacao de Starobinsky de
ordem superior. Foram contruidas as equagoes de campo desta teoria através da variacao
da agéo (1). Esse desenvolvimento esté presente na subsegao 4.1, e mais detalhadamente no
Apéndice F.

Para encontrar uma solucao do tipo OGs é necessaria a linearizacao das equagoes de
campo. A linearizacao do nosso modelo de gravidade modificada foi feita na subsecao 4.2, e

resulta na Eq. (217). Obtemos uma equagao com derivadas de sexta ordem no modelo linea-
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rizado. Devido ao grau de complexidade desta equacao, optamos por realizar a decomposigao
da métrica em dois modos escalares e um modo tensorial. Com isso, obtivemos um conjunto
de trés equagoes diferenciais de segunda ordem. A soluc¢ao da Eq. (251) para o campo de
spin dois é encontrada facilmente por analogia ao roteiro desenvolvido no regime da RG;
dessa forma, obtivemos a Eq. (254). As Eqgs. (252) e (253) para os campos escalares ¢ e
®_ possuem dependéncia mutua: é preciso conhecer a forma funcional de ®_ para integrar
a equacao diferencial de ®,; por essa razao, passamos para a resolugao da Eq. (253). A
solucdo geral para ®_ é dada pela Eq. (290), foi desenvolvida a partir da fun¢ao de Green e
apresenta uma dependéncia da fungao de Bessel J; além do termo ordinario que depende do
tempo retardado.

A solugao geral para &, serd construida futuramente, como uma continuagao natural do
trabalho de mestrado. Com isso, teremos a solugao das trés Egs. (251), (252) e (253). Entao,
o modo de spin dois izw, e os modos escalares &, e ®_ poderao ser substituidos na Eq. (250)
para BW e encontraremos a solucao de ondas gravitacionais no modelo de Starobinsky de
ordem superior. Posteriormente, pretendemos encontrar a equagao de ¢ para o modelo de
Starobinsky de ordem superior, que seja analoga & Eq. (154) da RG. Nossa equacao para
o pseudotensor energia momento deve conter os termos encontrados por Berry e Gair na
expressao para o pseudotensor no contexto de teorias f(R), no caso de R* (BERRY; GAIR,
2011). Com isso, poderemos encontrar a energia irradiada na forma de OGs de gravidade
modificada emitidas por um sistema binario, seguindo o roteiro desenvolvido na subsecao
3.4.1.

As solugoes a serem encontradas pelos autores permitird um estudo mais aprofundado
de outras caracteristicas das OGs no modelo de Starobinsky de ordem superior. Poderemos
calcular a variacao da velocidade angular para fontes binarias como funcao do tempo, e ex-
pressar a energia total do sistema em fungao de suas velocidades angulares. Outra pespectiva
é a analise da fase espiral do sistema binario com vistas a caracterizacao da coalescéncia das
massas e a determinacao da amplitude de chirp, por exemplo. Poderemos ainda, estudar a
geracao das OGs por orbitas elipticas keplerianas e o espectro emitido, além de sua evolucao
orbital sob uma analise de back-reaction (MAGGIORE, 2008). Ademais, a fonte de geragao
das OGs pode ser nao apenas de binarias compactas, mas também de um colapso estelar.
Tais condigoes poderao ser estudadas numa perspectiva da relatividade ntimerica, o que nos

daria uma visao mais concreta sobre a viabilidade do nosso modelo de gravitagao modificado.
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APENDICES

APENDICE A — Substituicio da Métrica g pela Métrica de

Minkowski 7, no Regime Linear

Primeiramente, estudaremos a forma contravariante do tensor métrico no regime de campo
fraco, pois a ela nao ¢é idéntica a g, = 1y + hy,. Como veremos, ocorre uma mudanca de

sinal na expressao da métrica contravariante. Seja o ansatz:

g"" = An"™ + Bh', (291)

como g, deve ser um tensor reciproco:

9" Gup =9, , (292)

entao:

9" Gup = 6,, = (Nup + hyp) (An™ + BR?)
= A0 n,, + B n,, + An” h,, + Bh" h,, .

Como nn,, = 4 e desprezamos o termo de ordem superior O(h?), temos:

0, = A0, + Bhny, + An™hy, ,

ou,

00 = AS” + (A+ B) 1" hy,.

Para que a equacgao seja satisfeita, devemos impor

A=1, (293)

A+B=0=B=—1. (294)
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Substituindo (293) e (294) no ansatz (291) resulta:

g =" = n. (295)

A seguir mostramos o motivo de a métrica g, ser usada no lugar da métrica de Minkowski

no limite da teoria linearizada para a contracao de indices. A rigor, por exemplo,

hy = 9" hya -
Porém,
hl/ — (nua o hl/a) h,ua —_ nuahua o (huahya> ’

o

onde descartamos o termo em parénteses por ser de ordem superior, ou seja O(h?) ~ 0.

Assim:

hy =n""hya (296)

h=h!'=n"h (297)

s

Como também sao desprezados os termos do tipo hoh, temos:

Db = 0h = (" — W) O,
— O,k — WO, h
= nuyauh )

validando também neste exemplo o uso de 7,, no lugar de g,, para a contracao de indices.

As equagdes (296) e (297) sao as equagoes (87) e (88) do texto principal.
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APENDICE B — Tensor de Riemann Linearizado

O tensor de Riemann é:

P _THTP

R/iaﬂ = 804FL¢1/ - aﬁro/jl/ + Foljprﬂy Bp— av

em que os simbolos de Christoffel sao dados por:

1
Fh = 59° (uhus + 0uhsy, — Ophi) -

Assim,

LLLL = S [0 = B") (Oahpw + Ophua — Ouhap)] (07 — h™) (Oshoy + Oshups — Oyhss)]

DO | —

1.e.

Lol s = 5 01" Oahpr + Ophua — Ovhap) — W™ (Oahypy + Ophua — Ouhap)]

1
2
X [ (8hey + Oshs — Oyhse) — B (Oshgy + Oshus — Dyhso)]

onde vemos que nos colchetes teremos produtos (hoh) ~ 0, que nao de ordem quadrética e,

portanto, serao negligenciados no processo de linearizacao:

R (Oahpy + Ophva — Ovhap) = B (Oghey + Oshup — Oyhgs) = 0.

Ademais,

1 1
ryrs = 577’“’ (Oahpy + Ophue — 8Vhap)] [§”py (Oshoy + Oshup — Ouhgs) |

. 2 P :
contera termos como (0h)” ~ 0, que também sao de ordem superior. Desse modo:

Fo’fpf‘;y ~ (.

Por analogia, temos:

I ~
PATL, 0.
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Entao:

RY., = 0Tk — 0T,

av )

1 1
R = Oa 577W (Ovhyp + Oghy, — aphﬁy)} — 0 {577”“ (Ovhpa + Oahuy — Ophay)

1
npu (8a8,,hp5 + 8a85hl,p — aaaphgl,) — 57]p‘u (8g8yhpa + Gﬁaahl,p — 8ﬂ8pha,,)

N~ Do~

™ (a0 hs = OaOphpy) = 0™ (930, e = IsOphaw)]

1.e.

le/aﬁ = (8Q8th — aaﬁ’“‘hﬂy — Qg&,hg -+ aga“ha,,) , (298)

DO | —

que ¢ justamente a Eq. (91).
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APENDICE C — Atingibilidade do Calibre Harménico

O calibre harmoénico, dado pela Eq. (95), possui um vinculo que deve ser satisfeito para que
possa ser utilizado. Este vinculo é expresso pela Eq. (96). O calibre harmonico é atingivel
se ha uma transformacao de coordenadas na qual a condicao de gauge é respeitada. Neste
apéndice, demonstramos que esse vinculo é satisfeito, ou seja, que a Eq. (95) é valida.

Vamos considerar uma transformacao de coordenadas infinitesimal

o't =" + oxt, (299)

onde a diferenca entre z'* e x* é apenas um termo infinitesimal dado por dx* = £*. Logo,

at = o'* — &1 A transformagao de coordenada é compativel com:

ozt Ox'™ _ogr
ox'v - o'V o'V

Para uma transformagao de um vetor covariante A/, temos:

= 51— " (300)

oz

= o'V o

Al (301)

usando a relagao (300), segue que:

A () = (8% — 0,8") A, (2)
(0 — 0,€") Ay (2" = &)

que pode ser reescrita como:?8

A:/ (wl) = (55 - aufu) (AM - gaaaA,u>
= GEA, — 0MEO DA, — A0, E" + D, EMEC DA,

O termo (€)* resultante é negligenciado, pois €] < 1, assim:

A (2') = A, — Y0, A, — A0 .

28Pelo teorema de Taylor,

F oo+ €)= f (o) + ' (@) €+ /" (20) € + O ()

Trunca-se a expansao de Taylor devido ao fato de os termos £ serem demasiadamente pequenos, |¢] < 1.
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Consequentemente,

§A, = AL (') — A, (') = —€°0,A, — A,D,&". (302)

Para um vetor contravariante, A*, obtemos:

SAM = A9, &0 — €20, AF . (303)

Um procedimento analogo é aplicavel para um tensor de ordem dois. De fato:

, . Oz 02° ,
AW (2') = Ot O P (" =€)
= (52‘ — 0,£%) (65 — 01,55) (Anp — "0, AuB)
= A, — %0 AL — Aa 06" — A, 0,67 . (304)
Logo,
0A, = —E%0a A — A 0,6" — Aua0,6% . (305)

Para um tensor de ordem dois contravariante, temos:

SAMY = —£O9, AP 1 ARG ¥ + AW, P (306)

Podemos utilizar as transformagoes (305) e (306) para a métrica:

6guu = _éaaag,uu - gaua,uga - g,uaauga

(307)
09" = —E40ag" + g 0a” + g™ Dul"
Nota-se que:

VYR 4 VHEY = gV & + ¢V &V (308)

Reescreveremos a Eq.(308) usando a definigdo de derivada covariante. Em verdade,
VVEH 4+ VHEY = g™ 06" + P Thy” + g 0aE" + g Tl 56" . (309)

Do postulado da metricidade da RG, temos:
_a MV:FN Oél/+FI/ o

ﬁg Bag o¢g (310)

aﬁgmx = Fgugau + nggua
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Utilizamos o conjunto de (310) em (309) para encontrar:

St = VVEr 4 VHEY
0 =~V — V&,

No limite do campo fraco, as relagoes de (311) podem ser reescritas utilizandos as derivadas

(311)

parciais:

Sgi = BEr + DY
5g/w = _aufu - augu

Isso acontece porque, nesse limite, a métrica é linearizada: g,, = 1, + Ay, com |h,,| < 1;

(312)

e, dado que |€,| < 1, teremos produtos negligenciaveis.

Uma transformacao infinitesimal para o termo h,, é dada na mesma forma que (299):

By = Py + Ohy, (313)

Usando a Eq. (312), segue que:

By = hyy — 006, — D6,

= h,ul/ - nauaufa - nallaué.a : (314>
Definido i, = h} — %(Zj’h, temos:
/v v 1 v
By =Wy = S
1
= h) = Nau0”E" —-525m£a-—-§5;’[n“k(hﬂx-—-naxabﬁa — NacOrE?)]

1
By = 106" = 80,6 — S0 [h = 50,6 — 5,06

= B: - nﬁyaﬁfu - ugy + 5: n&” .

Tomando o divergente da relagao acima, obtemos:

Oh) = 0,h) — 0" 050,&, — 0,0, + 60,0,£
= 0,h) — 0" 050, — 0,0, + 0,0.E°
=0,h) — 7% 950,&, ,

ou

aNY = 9,hY — 1K, , (315)
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onde O = 777930, no regime linear.
Agora, de todas as transformacoes infinitesimais 2'* = z# + £* possiveis, escolhemos

aquelas que satisfazem o calibre

LE, = 0uh,, - (316)
Com essa escolha, a Eq. (315) da:
d,h, =0

Isso mostra que existe uma transformacdo de coordenadas — aquela que respeita (316) —
que torna valida a condigao associada ao calibre harménico (95) — tomada no sistema de
coordenadas linha.

Existe, ainda, uma liberdade de calibre residual. Com isso, queremos dizer que é possivel

tomar uma escolha adicional para &*, & saber:
0¢, =0. (317)

Esta é a a condigao (96) do corpo principal do texto. A Eq. (317) em conjunto com a relagao
(316) leva a:
dh =0,

que é a propria Eq. (95) — tomada no sistema de coordenadas original. Dessa forma, todo o

raciocinio da Secao 3.1 é construido consistentemente.
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APENDICE D — Polarizacao das Ondas Gravitacionais
Dada a Eq. (123) relacionada & solucdo (106) para h*”, temos que I, = 0, pois,

1
re, = 5h@ﬁ (Dohso + Aohos — Ishoo)

e, como adotamos o TT gauge, as componentes hgy = hog = 0 . Isso implica que a equacao

da geodésica simplica-se para

d?xH

dr2
que é satisfeita por

= cojy
com ¢ = constante (o ponto indica a derivagdo com respeito & T), e temos que ds® =
gudatdz’e ds* = —c*dr?, logo:

gudatdz” = —c2dr?.
Dividindo ambos lados por dr2, temos:
gudts” = —c2.

Portanto, curvas tendo coordenadas espaciais constantes sao geodésicas do tipo tempo.
Segue que um pequeno vetor do tipo espago & = (0, &1, €2, £3) que d4 a separagao coordenada
entre duas particulas vizinhas é constante. Contudo, isso nao significa que a separacao
espacial que leva em conta a distorcao do espaco tempo d pela passagem da onda gravitacional

é constante.

d* = g,;£'¢, (318)

onde

Gij = Gij = (ij + hij) = 0y + hyj (319)
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sendo delta d;; a métrica euclidiana. Se colocamos:
i i Lo
=84 5hE (320)

entao,

o . 1. . ) 1 . o 1 . . 1 ..
5yCi¢T = by (5@ - §h§€§k> (5] + 5%&) = b (w +SEHE + 55]h2£k> ,
onde negligenciamos o termo (h?) por ser de ordem superior. Assim,
irj igi L Leip ok Ly k
0;5C°¢) = 0456 + 55 hik™ + 55 hjr€" .
Renomeando indices mudos, temos:
0i5C"¢7 = 056°€7 + hig€'€0 = (05 + hyy) §€7 = d°.

Isso mostra que podemos considerar 6;;¢°¢? como (o d?) a separagao de particulas vizinhas.

No TT gauge, temos h? = 0, e se substituirmos essa condigao em (320) teremos:

(3 = &3 = constante .

Portanto, uma particula teste que esta separada na direcao de propagacao da onda nao
seré afetada pela passagem da onda. Logo, a onda gravitacional é transversa. Se fizermos,

AP = qel”, com a real e positivo, e & = (£1,£2%,0), entao (320) nos da:

i i L ikaz®
C=¢ +§ozelje ka &, (321)
1.e.
i i 1 ikoz® ij k
¢'=¢ +§ae erniké”, (322)
ou
7 7 1 ikqx® 1l ¢#1 12 ¢2
g:§+§ae (elle" +e?e?) . (323)

0

A parte real de (323) envolvera apenas o cosseno na férmula de Euler, € = cos § + i sin 6:

=€+ %a [cosk: (wo — fL‘3)] (e’f{l + 63252) : (324)
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Calculamos ¢!, ¢% e ¢3, usando & = (¢!, £2,0). Primeiro:

¢ =6+ safeosk (i — )] (€ + 6P

onde €2 = €33 = ¢ =0, cf. Eq. (124). Portanto,

¢=0. (325)

Para (%, a Eq. (324) d&:

=+ %a [Cosk (xo — :ES)] (6%151 + 2 2) )

Como €22 = —1 e e¥ =0, tem-se

=+ o feosk (2~ 4] (-€) (326)

Usando a Eq. (324) para calcular ¢!, temos:

=gy %a [cosk; (xo — x3)] (6%151 + 61252) )

em que ej' = 1 e e}? = 0. Dessa forma,

¢ =€+ o feosk (2 — )] (€)) (327)

Colecionando (325), (326) e (327), escrevemos ¢ como:

¢! 3 ¢
f: ¢ l=| & |+ %a [cosk (xo - x?’)] —£2 , (328)
¢* 0 0

ou

(@) =(¢ & 0)+gafosk@ -] (&, —¢ o). (329

Agora, refazemos o mesmo procedimento desde a Eq. (321) até (327), porém para A" =
peb”. A parte real de (320) sera:

Ch=¢€ 4 %6 [cosk: (xo — x3)] (eélfl + 6%252) .
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Calculamos ¢!, ¢% e ¢3, usando & = (£1,£2,0):

¢ = €+ 5B [eosh (2 — %)) ('€ +€2E%)

onde e3! = ej! = ¢* =0, de acordo com a Eq. (124). Portanto,

¢ =0.

Para (%

Para ¢

1.e.

CQ — 52 + %6 [COS]C ([EO _x3)} (6%151 +6§2§2) 7

em que €22 =0 e e3! = 1. Logo:

=€ 2 [eosk (2 = 4] (€))

=g+ %6 [cosk (2° — 2®)] (e3'€" + €3°¢7)

onde ei? =1 e el = 0. Por isso:

(=€ [eosk (20— 4)] (€9)

Egs. (330), (331) e (332) sio colecionadas no vetor ¢:

(¢ &\
C=| ¢ |=| & |+58[cosh (2" —a7)]
¢ 0

52
51 9
0

(¢',¢%¢%) = ( & &0 > + %5 [cosk (z° — 2%)] ( €, 610 ) :

Reunindo as equagoes (329) e (334), temos:

|

I I

( &0 ) + sacosk (20 — 2°)] < ¢, =20 ) ,
( €20 ) + 38 [cosk (z° — 2°)] < € o ) ,
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Dado que a onda gravitacional é uma onda transversal, entao, nao havera diferenca na
distancia entre as particulas teste na direcao do eixo de propagacao da onda gravitacional;
porém, aconteceré diferentemente nas direcoes das outras coordenadas. Tomemos como ponto
de partida um circulo de particulas teste, e consideraremos o efeito das relagoes de (335) que
descrevem a passagem da onda pelo sistema. Para a anélise, tomemos os valores particulares
do cosseno no conjunto {—1,0, 1}, ou seja, ajustamos os valores de k (z° — %) para que tal
resultado acontega. Da primeira relagao de (335), teremos:

(i) Para cosk (2° — z?) = 0:

1 _ ¢
52 B ; (336)
(1) Para cosk (2° — 23) = 1:
L_ gl 1oel
CQ (Sz iai (337)
=& —3a
(i) Para cosk (29 — 23) = —1:
1_ el 161
C = (338)

CQ — 52 + %a£2

Como ¢é adotado um anel de particula de testes, temos que para o caso (336) ndo ha
diferengas entre as distancias relativas entre as particulas, assim, o circulo permanece como
estava quando a onda passa pelo conjunto, ou seja, nao ha perturbagao do anel para o valor
cosk (2% — 2*) = 0. Para (337), vemos um alongamento no eixo ¢! provocado pela adigao da
quantidade «€!/2 a €', e um encurtamento da distancia no eixo ¢? causado pela subtragao
da quantidade a&?/2 de £2. No caso da Eq. (338), temos o contrario: ha um encurtamento
no eixo ¢! e um alongamento no eixo (2, observa-se a diferenca de sinais entre a primeira e
a segunda linhas.?” Isso explica o padrao de alongamento do anel de particulas na forma de
cruz (+) que vemos na primeira linha da Fig. 2. Esse é o primeiro modo de polarizagao da
onda gravitacional, muitas vezes representado como h.

Agora, tomemos a segunda relagao de (335), a que diz respeito ao modo de polarizagao

eh”. Teremos:

29Fgssa conclusdo s6 é possivel dado que tomamos a como um niamero real e positivo. A possibilidade
de um « complexo é eliminada quando tomamos a parte real da exponencial que garante o comportamento
oscilatorio da onda gravitacional.
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(i) Para cosk (2° — z%) = 0:

1 _ ¢l
; - ; (339)
(i1) Para cosk (z° — %) = 1:
L _ gl 1ge2
Cz 62 ?551 (340)
¢ =&+ 35¢€
(i73) Para cosk (2° — 2%) = —1:
1 _ (1 _ 1p¢2
C2 52 iﬁfl (341)
¢ =& —35¢

Fazemos, (¢1)° + (¢%)* = R? e adotamos convenientemente, com intuito de facilitar as
contas, =2 e R* = 2. Com isso, a relagao (340) da:
€+ + (@ +8) =22 +8 =21,
ie.
g=-8+1;, &=-¢=+1. (342)
Substituindo a rela¢do (342) em (340), temos:
(=g 1) = %1
(= (-e2£1) = %1
Portanto,

¢h=¢" (343)

Essa configuragao dé4 um alongamento do anel na direcao inclinada sudeste-nordeste ao longo
da reta ¢(* = ¢'. De modo andlogo, usando a relagio (341) com 3 = 2 e R? = 2 em
(¢H? + (¢2)* = R, teremos:

¢t=¢' - 16e?
=g - 1pe!
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(=4 (- =22 (¢ —¢2) =41,

entao,

=g+ =¢7F1. (344)

Substituindo (344) em (341), temos:

(=& -(F1)=+1
C=g—(@+1) =+
Portanto, desta vez:

¢h=-C. (345)

Essa configuracao da um alongamento do anel de particulas na direcao inclinada noroeste-
sudoeste ao longo da reta ¢(* = —(!. Das equacgoes (343) e (345) temos o formato em “xis”
(x) associado a polarizagao eb”. Essa polariza¢ao é tradicionalmente representada por h.

A segunda linha da Fig.2 mostra o padrao de deformagao relacionado a hy.
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APENDICE E — Pseudotensor Energia-Momento

O fluxo de energia de uma radiacao gravitacional é expressa pelos componentes do pseudo-
tensor de energia momento t*”. Na auséncia de uma interagao gravitacional, a conservagao

de energia e momento é expressa pela equagao relativistica

8,T" =0, (346)

que implica na conservacao do quadrivetor momento P definido como:3°

1 1
Py=- / T.rdS, = - / Tds . (347)

Agora, escolhendo duas superficies 3 e Y em dois valores de tempo diferentes ¢ e t5, temos:

AP, = /E TYdS, - /E TYdS, = 512 TYds, .
2 1

onde X é uma hipersuperficie fechada conectando >; e ¥,. Usando Teorema de Gauss:

cAP, = §1§ T)dsS, = / d*z0, T} =0, (348)
b)) N

onde a tltima igualdade segue da Eq. (346). Porém, na presenga da gravidade, a Eq. (346)

nao vale, por outro lado, ela tem a forma covariante

V,,Tu” =0. (349)
Dai temos:
VVT“” = ELTH” + FZQTMO‘ - FﬁMTa” =0, (350)
onde,3!

30Note-se que: TydSs, = THOdSO —i—TMj dS;. O segundo termo é nulo sob a integral em (347) ao considerarmos
uma hipersuperficie do tipo espaco.

31A Eq. (351) esta demonstrado na Eq. 3.212 de Ryder (RYDER, 2009). Ja a Eq. (352) é mostrada a
seguir:

1
a (avgau + 3”91/@ - 6ozguu) .

1
Fl/p,(x = gaAFy);i = *ga/\gAp (augpu + a/l.gl/p - apg/w) = 5

2
Entao:

(697 1 (097 (6974 (637
FupaT = 5 [a,ugvaT + (auga,uT - ozg;wT )] .
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IVe =04 (ln \/__9) = \/%_gﬁa\/—_, (351)

(0% v (677 1 (677
P01 =TT = 50,90 T* (352)

vt o

Com as equagoes (351) e (352), pode-se escrever (350) como:

14 v (0% 1 (077
VT =0,T) +( %) \/_) T, = 50,001 = 0. (353)

=0

Notemos que:

\/_ Oy (V—=ygT)) = %(GV_)T +0,T, . (354)

Renomeando o indice v para o na Eq. (354) e substituindo o resultado em (353), temos:

1
0, (\/—gTM”) = 5\/—gﬁung°‘”. (355)

A versao de (348) para o espago-tempo curvo é:

¢cAP, = [ /=gT)/dS, — | —gT)dS, = §1§ V—gT,/dS, = / d*zd, (V—gT,’) , (356)
) 1 P (0]

que nao se anula devido a (355). Para remediar essa situagao, definimos o termo do lado
direito da Eq. (355) — que é justamente quem deteriora a conservagdo — como o negativo

do pseudotensor t* :

(\/_t ) = \/_a,uguozT(w (357>

Isso é conveniente pois, substituindo (357) em (355), temos:

0, (V=91,0) = =0, (V—9gt}) | (358)

assim,

O [V—9 (T} +1t))] =0. (359)

Ao renomear indices de a e v no primeiro termo dentro do parénteses nesta tultima equacao e usando a
simetria de g,, e de T"" pela troca de indices, teremos que o Gnico termo sobrevivente é 0,g,.7“", o que
prova a Eq. (352).
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Deste modo, podemos definir o quadrivetor

1
Pu=- / V=g (T +12)dS,, (360)

que é conservado:
cP, = 515 V=g (T} +t))dS, = / d*z0, [V—g (T,) +t/)] =0. (361)
b 17
Em regime de campo fraco, ¢,, = 1, + by € a Eq. (357) reduz-se a:

1
&y (V—yt)) = —5(9“ha57'°‘5. (362)

onde 7 ¢ o tensor T’ avaliado em até primeira ordem de h,3. Com efeito, a partir de
(357), temos:

v 1 (03 1 e
&y (V—yt)) = _év_gaugaﬁT P = 5V~ (7 + 1)y (ag + hap) T,
com n = —1, e h = det hys. Entao:

1 1 1
0 (V=9L) 2 =5/~ (F1H D)o = — (1 _ ﬁh) Duhgr

Como temos um termo de ordem superior a ser descartado, ficamos com:

1
ay (\/ —gt:) = —éauhaﬁTaﬁ s

que é a Eq. (362), como querifamos mostrar.
Usando (102):

- 1
Dhag =[O (haﬁ — 57704,8h) = —QXTaﬁ, (363)
temos que
= alh ! h (364)
Tag = —7— aB T F'lla .
5= "oy 5= 5Tes

Substituindo (364) em (362):

v 1 o 14 ]' 14 ]' Q 124 ]' 124
Oy (vV=gt)) = ™ {aﬂh A (a Ovhap = 50 aylmaﬁ)} = I {@h 50" 0yhap — 50uh0 a,,h] .
(365)
Note que:
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0,10 Oy hes = O, (0,h°0 hag) — DD, h** 0" has

0,h0"0,h = 8, (0,hd"h) — 8,0,hd"h..

Inserindo (366) e (367) em (365), temos:

1 1
0 (V=a1)) = 4 {ay (0,0 has) = 50, (0,10 D)

+ {—ayauhaﬁa”haﬁ + %6,,8uha”h] } .

Modificaremos o termo em colchetes da Eq. (368), mas antes observamos que:

(0% 14 1 14 (07 14 1 14
0,070 has + S0,0,h0" b = =0,0,1h°7 9 hasd, + 50,0,hO" N3},

Observe agora que:

0y (0,hP0hag) = 0,0,k hag + 0,h*P 0,0 hag
= 0,0,h*" 0 hop + 0°h*" 0,0, g

= 20,0,h*" 0 hags ,
assim,
1
5(91, (8pho‘58phag) = (91,8,)]10‘58%&5 .
Ademais:

0, (0,h0"h) = 0,0,h0”h + 0,h0,0°h
= 0,0,hd”h + 0°h0,0,h
= 20,0,h0"h,

logo,

%ay (9,h0°h) = 8,0,hd"h.
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Colocando as Egs. (370) e (371) em (369), segue que:

e v 1 12 ]' v « ]' v
~0,0,h*P 0" hop + 50v0uhd"h = 2070, (8,h*P0Phag) + 10100 (9ph0"h) . (372)

Da Eq. (372) em (368), obtemos:

1 1
d, (V—gt)) = Iy {(% (8,17 0" hog) — 500 (0h0"h)

1 v « 1 14
5070, (0,00 has) + 1070, (8ph6”h)} , (373)

e os colchetes da segunda linha de (368) fica alterado, como querfamos. Entao,

v 1 (0% 174 1 12 1 v Q, 1 v
0 (V=3t5) = 300 {(@h 0% has) — 5 ONN) — Lo (00, ) + L (8ph8ph)} |
Fatorando o sinal global de derivagao, chegamos finalmente a:

1 1
= L () - Lo

1 v (6% 1 v
=50 (010 hag) + 05, (aphaph)} , (374)

que é a Eq. (154) usada no capitulo 3.4.
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APENDICE F — Equacées de Campo do Modelo de Starobinsky de

Ordem Superior

Neste apéndice apresentamos a derivacao das equagoes de campo do modelo de Starobinsky
de ordem superior, ou modelo de Starobinsky-Podolsky. Fazemos isso tomando a variacao

da integral de acao associada, Eq. (189):

SEHSP = E—/d‘lxv ( + —R2 + ﬁv RV“R)

com respeito a métrica g"”. Ela contém a contribuigao de Einstein-Hilbert,

SEH = ——/d4x\/ R
2x

o termo estudado por Starobinsky no contexto cosmolégico,

%5 = QXC/d%\/_( )

e o termo inspirado na contribuigdo de Podolsky (PODOLSKY; SCHWED, 1948),

Sp = / d*zv/—g ( >V RV“R)
2XC

Ao estudar a variagdo da acao completa, podemos usar a propriedade de linearidade da
operacao de variacao J, calcular a variacao de cada termo separadamente — . Sgy, 0Sg € 0Sp

— e, entao, somar os resultados para obter dSgusp:
0SEnsp = 05k + 0Ss + 0Sp. (375)

O calculo de 0Sgy foi feito na Se¢ao 2.6.2 — vide Eq. (81) — e vale

1
0SEH = ﬂ—/d‘lx\/ ( — §g/wR) ogh” . (376)

A deducao das formas explicitas de .55 e Sp em termos de objetos associados & curvatura

constam das segoOes a seguir.

Variacao do termo de Starobinsky na acao completa

O termo associado a Starobinsky é:
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Logo,

ou,

655 = 5op / d'c [6 (v=3) B* + 2V —gRS (R)] .

As variagoes 0 (1/—g) e 6 (R) sao (DE SABBATA; GASPERINI, 1985):

1
0 (V=9) = —5V=99,,09"" .

0 (R) =9 (g“l/R,ul/) = Ruud (g’“') + g‘“’5 (R#V) .

Substituindo em (377) e colocando /—g em evidéncia, temos:

0Sg = ——~— / T/ — {— g,ﬂ,R2 (0g"") + 2RR,, (6g"") + 2Rg"" (0R,..)

2)( 2/{0 c

Pela identidade de Palatini (RYDER, 2009),

5 (Ru) = Vo (T2,) — V,0 (T%,) |

(377)

(378)

(379)

(380)

(381)

Agora precisamos escrever as variagoes de I';, e I');, usando a forma funcional dos Stmbolos

de Christoffel em termos do tensor métrico. De fato:

1
0 (ng) =90 Egaﬁ (0u9vs + Ovgsu — Op9u) |
l.e.
1
o (I7,) = 5 (Ougvs + Ovgsu — O59u) 0 (9°7)
1
2
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Porém, a métrica ¢ um tensor reciproco:

gcwgcrp = 63 )

assim, fazendo uma pequena varia¢do no campo g, — g + 99, conforme (RYDER, 2009),

temos:

85 = (97 +69°7) (Yop + 090p)
= 9""9op + 9°70 (Jop) + 90 (9°7) + 697 0(gop) -

Descartando 0g*?dg,, como infinitésimo de segunda ordem,

“)

g7 (gop> = _gop5 (g

Aplicando ¢”® em ambos lados:

aa)

9”°9°6 (9op) = =" 9op0 (g

Y

ou

5 (9°7) = —9"9°76 (9y) -

Substituindo esse termo em (382), temos:

1
0 (T5) = 5 [Ougus + 0ugp — Do) (—9"9°7000,)
_|_

[9°7 (8 (Dugvs) + 6 (Dugpu) — 6 (Fpgym))] .

onde reconhecemos I'/, . Fazendo a mudanga de indice o — f3,

« « 1 o
0 (F,uu) =g Bégﬁprﬁu + 59 ? (6 (0pgvs) + 0 (0ugsu) — 6 (Opgu)) -

2

Além disso:

v,u(S (guﬁ) = 58;;9,,/3 - Fzycsgpﬂ - FZﬁégup y

ou seja,

(58#91/;3 = Vué (gyg) + FZV(Sgplg -+ Fzﬁégyp.
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Fazendo a permutacao ciclica dos indices:

00.9v8 = V.0 (gup) + 10,0908 + F,pwégz/p ;
60y 9pu = V0 (gpu) + F5559pu + 17,098
—0089y = —V 0 (g;w) - Fg,ﬁgpu - Fg’yégup'

Somando as equacoes acima, observando que

I 5090, — 15,09, =0,

sz/ﬁ5gpu - ngﬁgup =0,

e que

10908 = 17,098, ,

entao, temos:

[(5(%9,,5 + (58Vg5u — (58/3%1,] = [V,ﬁ (g,,g) + V.o (g/gu) — Vgé (g,w)} + 2FZV(Sng . (385)

Substituindo (385) em (384):

1
5 (T%,) = —g*6gs,I", + 59“6 [Vud (gu8) + Vb (954) — V56 (gur)] + 9°°T%,00,5,

1.e.

5 (15,) = 50 (9,6 (905) + 918 (g30) — V6 (9] (356)

Uma observacgao importante é que o (Fg,,) ¢ um tensor o que nao acontece com 1"y, afinal

0I" depende do tensor métrico e de derivadas covariantes (as quais sdo, como vimos, tensores).
Agora, substituindo a Eq. (386) na identidade de Palatini (381), temos:

5 (R) = Va {1gaﬁ 1,6 (905) + Vo0 (g30) — Vb <g,w>]} (387)

2
= V{397 19,0 (008) 4V (930) = V33 () }

Ainda, a partir de (383), segue que:
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0 (Guo) = —Gup9vo0 (9™) - (388)

Fazendo a substitui¢ao de (388) em (387), resulta:

) (R,uu) = _va {5 [V,u (gaﬂgaﬁ) gup5 <gpa) + VZ/ (gaﬁgﬁp) gau5 (gpa) - Vﬂgaﬁgupgaud <gpa)] }
1
+ Vu {5 [Vu (gaﬁgap) gcrﬁ5 (gpa) + Va (gaﬁgﬁp) gau(s (gpg> - Vg (gaﬁgﬂa) gHP(S (gpaﬂ } )

1.e.

1
0 (RW) = _§V0¢ { [ngvu5 (") + Jou V0 (g*7) — gaﬁgupgauvﬁ‘s (gpa)] }

1
+ ivy { [gcrﬁvu5 (960) + ga,uva(s (gacr> - gﬂpvﬁé (gpﬁ)] } '

Porém, ¢ necessario encontrar g*”d (R,,,) para uso posterior em (380). Entao:

1

90 (Buw) = =5 Va {1055) V0 (") + (85) V.0 (9°7) = (3}) 909"V 56 (9°7)] }
1
+5 Vo {[9" 95V 0 (977) + (65) Vad (9°7) = (67) Vs (9”)] }
ou seja,
1 1
gﬂu(s (R;w) _ 5 (gaﬁvavﬂ) 901/5 <guo) + (g/iuvyv“) 59055 (gﬁa)

1 1
= 5VaVid (g") = 5V, V58 (6"°) -

Assim, renomeando indices, temos:

1 1 1 1
98 (Ru) = 5 0 (9) + 5 0 90 (9") = 5V,V,8 (9") = 59,V,8 (9" .
Logo,

gHV(S (R/u/) = Dg,u,l/5 (g;w) - vuvu(S <g,ul/) ) (389)
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que é a Eq. (198) do texto principal. Substituindo essa relagdo em (380), teremos:

1 11

1
6Sg = ——= | d*z\/=g<{ —=¢,,R*6¢™ + 2RR,,0 (¢"
s 2X2H00/ T/ g{ 5 9 B0 + w0 (g")

+2R [Ogud (") = V. V.6 (¢")]} -

Podemos reescrevé-la como:

(SSS = ——— {/d4l’\/ -9 (_%QMVRZ + 2RRH”) 0 (ng)

+2 / d*o/=g RO gu6 (¢") — RV, V,6 (g“”)]} .

Definimos:
0Sg = iil /d4x\/— —1 R?>+2RR d(g") +21
S — 2X 2/{(} c g Qg“l/ Ny g )
onde
1= / 'or/=5 (RO g (9) — RV, V.6 (")) .
Definindo:
m = guwo (g") em" =6 (g") ,

temos:

I= / d'z/—=g[ROm — RV, V,m"]

:/d493\/—gRVUV"m—/d4$\/—gRVMVVmW.

(390)

(391)

Usando que RV,V°m =V, (RV°m)—V,RV’m,e RV, V,m" =V, (RV,m" )=V , RV, m"",

resulta que:

I= / d*r/—g [V (RV7m) — V,RVm| — / d*zy/=g [V, (RV,m") — V,RV,m"]
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que tem a forma

I=J-K,

onde

/ 2/ =G [V (RV"m) — V., RV m)] ,

K= /d4x\/ V. (RV,m") -V, RV, m"| .

A seguir, vamos trabalhar com a integral J. Temos:

J= / dhr/=5 [0, (RO"m) + T, (R6°m)] — / d'ar/ =G [V, RV m)] |

Observando que (DE SABBATA; GASPERINI, 1985)

o __ L o =
Mo = /=50V9"
| Y, RV m = V, [(V°R)m] — (V,V°R)m
temos:
/ d4x\/_[ (RO"m) + \/1__98&\/—_9(}%80‘771)
- / 0o/ =3V, [(VOR) m] — (V,V°R)m] |

J= / d'z [ =90, (RI"m) + Dur/—g (RO"m)]
— / d*r/=g (Vs [(V'R)m] — (V,V R)m] .

Renomeando indices do primeiro termo e percebendo que sao uma derivada total,

J— / d*0d, (V=gRO"m) — / /=5 [V [(VOR) m] — (V.V7R)m)] .

(393)

(394)

(395)

(396)

Pelo teorema de Gauss a primeira integral da um termo de superficie e nao contribui. Assim:
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J=— / /=5 [V, [(V7R)m] — (V. V7 R)m] (397)

Agora calcularemos K, Eq. (395). Veja:

K= /d4x\/—gvu (RV,mM) —/d4x\/—gVMRVVm’“’
= / d*zv/—g {0, (RV,m"") + Tt (RV,m™) + % (RV,m"*) =T, (RV,m"")}

- [ e TV R ] = (9,9, R) m)

Renomeando indices de v < «,

K= / d'z/=g [0, (RV,m") + % (RV,m*)]

- / /=g {V, (V. R) m™] — (V,V,R) m} |

1.e.

h= / d'w [V=g0 (RV,m*") + 8ar/=g (RV,m*")]
- [ o= (VL (TR ) - (9,9, R) m)

Percebemos a derivada total no primeiro termo renomeando indices. Ficamos com:

K= / d*z8, [V—g (RV,m")] — / d'z/=g{V, [(V,.R)m"]| — (V,V,R)m"} .

A primeira integral da termos de superficie e nao contribui para a variacao da agao. Dessa

forma:

K=— / d*z/=g{V, [(V,.R)m"]| — (V,V,R)m"} . (398)

Inserindo (394) e (395) em (393), temos:
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_ {_ / dar/=g [V [(V7R)m] — (V,V°R) m]}
- [eevm @@ - @98 e |
—— [ eV (@ Rym] ~ [ doy=g (7,08
+ / 2/~ (VoY R) m + / v/ =gV, (V. R) m™] .

Tomemos a primeira integral:

A= / d'2\/=gV,, [(0° R) m]
_ / d'zv/=g {0, [(0° R)ym] + T, [(0°R) m]}
_ / d'w {/=g0, [(9°R) m] + dur/=g [(0*R)m]} ,

A= [ s, {v=gl@ Rym]}

que também é termo de superficie e nao contribuira. Entao, a integral para I acima torna-se:

I= / d*z/=gV, [(V,.R) m"]| — / d*zy/=g (V,V,R) m" + / d'r/=g(V,V°R)m.
(399)
Seja:

B = / d'z/=gV, [(V,.R)m"] .

Temos:

B = [ atev/=g {0, [@uR) m™] ~ T2, [0uR) m™) + Tl [(0,R) m™) + T2, (0,) m]}

- [aevmi{oomm+ Sov e}
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onde usamos (396). Entéao:

B= [ d {V=50, (0,R) m™] + 0,y =5 [(0,F) m"]}

Apos renomeacao de indices mudos, percebemos que:

B = /d%@,, {(V=9(0.,R)m"]} .
Assim, vemos que a integral B também é termo de superficie e ndao contribui para a acao. A
Eq. (399) fica:
[ / /=g (Vo V7 R) m — (Vo V. R) m™]

Substituindo as definigdes (391) m = ¢,,0 (¢") e m*” = 0 (g""), resulta:

I= [ d'ay=g(Va V" R) g6 (6") = (T,9,R) 3 (5] (100)

Por fim substituindo a Eq. (400) em (390):

68y = ——~— { / d'zy/—g (—%Q,WRZ + 2RRW) o (g")
12 [ B/ a7 R) 0 (0) - (V9,003 0]}

que pode ser rearranjada como:

11 1 1
0Sg = —~ /d4x\/—g {2—/%2]% (RW — ZQ’WR> +2(0OR) g — 2 (VVVHR)} 5 (g") .

2y ¢
(401)
Esta ¢ a Eq. (199) usada no corpo principal do texto. E a contribuicio do termo de Staro-

binsky para a variagao da agao.

Variagao do termo de Podolsky na agao completa

O termo associado a Podolsky que aparece na acao Sgusp é:

11
§Sp=—= / d*zo (\/_—gQLf;vHRWR) .
0

2y c

Assim,
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1
5Sp — mﬂ_ / d'z { (5v/=9) (9"'V,,RV, R) + V=5 (6¢") V,, RV, R

+2V/=g¢"' VR (V, (6R))} .

Lembrando de (378), (379) e renomeando de indices no primeiro termo, e colocando /—g

em evidéncia, temos:

e ot e { (i) e

2)( 2/<;0
+(6¢")V,RV,R+2¢""V,R(V,0R)} . (402)

Vamos estudar o dltimo termo dessa equacao. Para isso, definimos:

W = 2/d4x\/—gg“”V“R(V,,5R) : (403)

Lembramos que
V, [ (V,R) (6R)] = ¢ (V,V,R) (0R) + ¢ VR (V,0R) (404)
Substituindo (404) em (403) temos:
W =2 [ alaey=4 (9, ("9, R5R) - g (V,V,R) GR)]

A derivada covariante atuando em um escalar pode ser substituida por uma derivada ordi-

naria, assim:

W =2 [ / d*z\/—gV, (0" R6R) — / d'z/=gg" (V,V,.R) (6R)}
[ / d'2y/= [0, (9" ROR) + T, (0°ROR)] — / d'r/=gg"™ (V,V,R) (53)}
/ d4x\/_[ (0"ROR) + ( =0, \/_) (8"‘R5R)}
9 / dr/=g¢" (VoY .R) (OR) .
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Logo,
W =2 / d*z [\/=90, (0" R6R) + Oar/—g (0" ROR)]
i / dr/ =59 (V,V.R) (OR) . (405)
Percebemos que a primeira linha de (405) é:
/ d*z [v/=g0, (0" R6R) + 0,0/—g (0" R6R)| = / d*z0, (/=90 RSR) . (406)
A substituigao de (406) em (405) implica que:

W =2 { / d*z [0, (vV—90"ROR)] — / d*z/=g9" (V,V,.R) OR)| .

A primeira integral nao contribui para a acao porque é um termo de superficie. Dessa forma,

W= -2 / dar/=g¢"™ (VuV,uR) (OR) . (407)

Empregando a Eq. (379) em (407) resulta:

W= 2 / 040y =gg" (Vo VuR) [Ruwd (9) + g8 (Ru)] (408)

Devido & Eq. (389), a equagao acima torna-se:

W= -2 / d*z\/—gg" (VLVLR) (R0 (") + 9,0 O 6 (¢") — V. V.6 ("))
= —2/d4x\/—g (OR) [Ru + 9 O =V, V,]0 (¢") ,
ie,
W= / d*zy/—g [~20 RR,, — 2g,, O R+ 2V,V, O R 6 (¢") . (409)

Agora, podemos substituir (409) em (402) e colocar todos os termos ¢ (g*”) em evidéncia,
obtendo:
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1B
2y 2kEec

—2g,, O° R+ 2V,V, O Rég"'} |

1
5Sp / da/—g {—égw,V”RVUR +V,RV,R—20RR,, (410)

que é a Eq. (202). Trata-se da contribui¢ao de Podolsky para a variagao da a¢ao do modelo

de Starobinsky de ordem superior.

As equacoes de campo da agao completa

Substituindo (376), (401) e (410) em (375), temos:

1 1
G + Gy {QR (Ruu - _guuR> +2(0R) g — 2 (VVV#R)}

Ko 4

1
2% <—§gWV"RVUR +V,RV,R—20RR,, —2g,, 0* R+ 2V,V, O R) =0. (411)
0

Porém, a acao completa inclui a lagrangiana de matéria, ou seja

08 =65, + 8Sm = 0.

Portanto,
11
- {—/d%«& (vV—=9Ly) —/d%é (\/_—gﬁm)} =0,
c X

em que o primeiro termo da justamente o lado esquerdo de (411). Definimos a variagdo da

Lagrangiana de matéria (DE SABBATA; GASPERINI, 1985) como:

1
/d4:1:(5 (\/—gﬁm) = §/d4x\/—gTuy(SgW.

Com isso, escrevemos finalmente:

1 1
G,uz/ + 2_110 |:2R (Rmx - Zg‘“’R> +2 (DR) Juw — 2 <VVV“R)} (412>
B 1 oo
on2 \ g9 VIRV R+ ViRV R =20 Ry = 20 O R+ 2V, ¥, O R | = XTow

Esta é a Eq. (203), a equagao de campo da teoria de gravitagdo de Starobinsky de ordem

superior.
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APENDICE G — Atingibilidade do Calibre Harménico para o

Modo Tensorial h "

No Apéndice C foi mostrado que as equagoes de campo linearizadas da RG podem ser sim-
plificadas aplicando o calibre harménico, dado pela Eq. (95), desde que a condigao (96) seja
satisfeita pelo parametro da transformacao infinitesimal de coordenadas. Assim, a constru-
¢ao da equacao de onda apresentada na Eq. (104) é consistente. O roteiro de calculo das
ondas gravitacionais na RG nos motiva a encontrar um calibre harmonico generalizado para
o modo tensorial das OGs no modelo Starobinksy-Podolsky. Faz-se necessario que o calibre
harmonico generalizado satisfaca a condi¢ao de gauge generalizada.

O procedimento é similar ao do Apéndice C. Dessa forma, comecaremos estudando a lei

de transformacao para o modo de spin dois iLW, o qual aparece na Eq. (224):

}_l,uzx == }le/ - Kln/,w ((I) + K3ﬁ0‘11) . (413>

Usaremos as definigdes de @, Eq. (219), e a definigdo de ¥, Eq. (220). Com isso, reescrevemos
a Eq. (413), como:

h,uu = ]_l;w — N (Q_BD)Ra

onde renomeamos as constantes K; e K30, como « e [3, respectivamente. Agora, escrevemos

a lei transformagao para a equagao acima utilizando as Eqs. (314) e (94). Temos:*?

hLy = h,ul/ - nauaufa - nauaufa

32Da Eq. (219), resulta:
R = (OKW — 0°9°hl5)
=0 (h = 20,6%) — 9°0° (hap — 0uls — 05a)
=0h— 200, —9%0%hap —0° 0 &5 — 07 O &,
=0h—0%0"has = R.
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B = F =t (0= B0 B = Wy = S = 1 (0 — B0) R
= = 0,6 — Dy — 3 (b~ 20,6%) — 1 (o~ ) R
- (h,w - %nﬂyh) Oy — O+ My Dal® — 1y (0 — FO) R
— [y — 1y (0 — BO) B] — 016, — 0,y + 1 0n®

= Ny — 00 — 0y + N 0a” .
Tomando a divergéncia da equacao acima, temos:

Ny, = 0y — 0”0, — 0”0, + 0D 0a”

= 0By — 06— 00,6, + 00,8

1.e.

0"k, = 0y — O, .
Assim, podemos escolher uma transformacao de coordenadas z'* = x* + & tal que:

0&, = 0"hy, .

Isso conduz a:
0"hl, =0.

A liberdade de calibre residual ainda permite fixar:
0¢, =0. (414)
As duas utimas equagoes levam a Eq. (226),
0"hy, =0.

Este resultado, em conjunto com a Eq. (414), garante a consisténcia do tratamento desen-

volvido na Secao 4.3.
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APENDICE H — Soluc¢des da Funcao de Green para o Modo

Escalar ¢_

Solugao para o caso nao-massivo

A solucao de ®_ admite a possibilidade de um termo massivo e um termo nao-massivo.
Nesta subsecao do apéndice discutiremos a solugao nao-massiva. Primeiramente, calculamos
a funcao de Green para esse caso e, em seguida, avaliamos a solugao para ®_ utlizando
a funcao de Green encontrada. Com isso, monstramos que esta solucao esté presente na
equagao final para ®_, mais especificamente, no primeiro termo da Eq. (290).
Para a Eq. (271) sob a condigdo m_ = 0, temos:
2 1

Go (z¥;2") = _Wg/o dgsen (gs) sen (qcr) . (415)

O argumento da integral acima é par, o que nos permite escrevé-la como:3

[ dasen asysemtaer) = [ o { 5 feos s aer) — cos a5+ ger}
- 1/_00 dg{cos[q (s —c7)] — cos[q (s + c7)]}

4 )
1 00 eiq(s—CT) + e—iq(s—CT) eiq(s-{—c*r) 4 e—iq(s-l—CT)
[~ }

1) 2 2

_ 1 /OO dqeiq(S—CT) . /_OO dqeiq(s—CT)
8 ) 00
— / N dge=Tem) 4 / - dQqu(er“)} .

Fazendo a mudanca de variavel ¢ —+ —¢ na segunda e quarta integral, temos:

> I S
/ dgsen (gs) sen (qcr) = 1 {/ dgeiats=er) _ / dqezq(s+CT)}
0 —oo oo

2r (1 [ . 1 [ ,
=) - d ig(s—er) _/ d iq(s+er)
4{%/_00 a° or ) M° ’

[cos (gs — qcT) — cos (gs + qeT)] = cos (gs) cos (geT) + sin (¢s) sin (ger) — [cos (¢s) cos (geT) — sin (gs) sin (geT)]
= 25sin (¢s) sin (ger) .

33Note-se que:
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1.e.

o 2
/ dgsen (¢s) sen (qcr) = % {6(s—cr)=0d(s+em)}. (416)
0
Substituindo (416) em (415), resulta:3*

Go (27;2") = —%é [0(s—cT)—0(s+eT)], (417)

que é a Eq. (273) do texto principal. Podemos reescrever ainda como:33

Go (a*32") = ———= [ (jx = x| — (ct — et')) = & (jx = x| + (ct — ct))]

B (B S )] o

Agora usamos G (z¥;2") para calcular ®_. Entao, substituindo a Eq. (418) em (258),

resulta em:

o (o) = -1 /1 [5 (f - T) —5 (; + 7)] Q (™) d's’ (419)

47 ¢ s c

sob a condicao t' < t. Temos:

1 1 —x
O_(2) = —— d3x’/ dt’ St —(t— x = x] Q(x', 1)
47 ver X —X| c
1 1 —x
+ — d3x’/ dt' ———6 [t/ — t+M Q(x,t) .
A ver X —X| c

A segunda integral desaparece devido a propriedade do delta, que seleciona t' = ¢+ @ > t,

310 segundo delta em (418) impde — vide Eq. (270):

y_ =%

>t.

mas isso esta em contradigdo com a condigao inicial ¥ < t. Em outras palavras, a fungdo Green deve ser zero

parat’ < t, e essa é precisamente a circunstancia exigida pelo segundo delta; portanto, ele ndo deve contribuir

para a integral da solugao ®_. Isso é explicado matematicamente nas etapas abaixo em que calculamos ®_.
35Note-se a seguinte propriedade da funcao delta:

d (x — x0)
(g (z)=——%
9D =g )
Em nossos célculos g () = cz. Entao, ¢’ = ce,
1
0 (cx) = =4 (2)
c
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enquanto que a integral deve ser avaliada em ¢’ < t. Ficamos com:

b (x,1) ——/di’"QXt (420)

|x — x|
onde definimos o tempo retardado:

_ /
b x=xl (421)
&

Usando a Eq. (255) em (420), escrevemos finalmente:

1 T (x/,t,
<I>7(X,t)zz— 3x/ (<, tr)

— 422
34w Ix —x'| (422)

que é a solugao para o modo escalar ®_ no caso ndo-massivo. A Eq. (422) é o primeiro termo

da solugao geral para ®_ na Eq. (290).

Solucgoes para as separacgoes da fungao de Green

A Eq. (281),

1
Go (z¥;2") = #;% {/ dnexp [—im_ (cr coshn — ssenhn)]

- / dnexp [im_ (et coshn — ssenhn)]} :

o0

precisa obedecer a relagao (282),
t>t,

pois, caso contrario, temos a fun¢ao de Green nula, como na Eq. (267). Ha trés condigoes
envolvendo as variaveis ¢ e s consistentes a relagao (282). O primeiro caso a ser sestudado
¢ uma separagao tipo-tempo (c7 > s), que dard uma fungdo de Green em termos de uma
fungao de Bessel. Vejamos.

I) Separagao tipo-tempo c¢r > s. Neste caso:
cr=(ct—ct')>s=|x—%],

ou
/ X —
t>t +——

ou ainda,
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Se esta condicao ¢ satisfeita, entdao, consequentemente t > ¢’ é satisfeita. Investiguemos essa

situacao fazendo a mudanca de variaveis:
— 2 2
et =4/ (cr)” — s%cosh .

s =1/(c7)” — s2senhf .

Entao,

(er coshn — ssenhn) = 1/ (e7)? — 52 (cosh 6 cosh ) — senhfsenhn)
—y/(cr)? — s2cosh (n — 6) . (423)

O cosseno hiperbolico é uma fungao par, portanto, podemos permutar o argumento: cosh (6 — n) =
cosh (n — @). Substituindo (423) em (281), resulta:

v i 10 e , 2
Go (z7;2") = Se7 5 5s {/_oo dn exp {—zm_ (cT)” — s cosh (n — 9)}
—/ dn exp {z’m (e1)? — 52 cosh (1 — 6)} } .
Chamando o argumento do cosseno hiperbolico apenas de (n — 6) — u e renomeando u — 7,
temos:
G (a0 — 110 /oo ; exp {im_ (¢1)? — 2 cosh n]
P C 4n2s50s | g 2i
— 2_ &2
110 /Oo ; exp [ im_4/(cT)” — 5% cosh 77]
472 5 0s J_o g 20
Logo:
u,/y_113/°° 2
Go (2¥;2") = 505 ) dnsen {m_1/(et)” — s?coshn| .

O integrando é uma fungdo par com respeito a 7, uma vez que cosh (n) = cosh (—n). Entao,

119 0
Go (27;2") = 2508 {2/0 dnsen [m_\/ (c1)? — 52 coshn] } : (424)
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Usaremos a representacao integral da funcao de Bessel:

Jo(z) = 2 /000 sin (z coshn) dn (Re[z] > 0) . (425)

™

No nosso caso,

z=m_\/(cT)® — s2,

com a parte imaginaria igual a zero (pois ¢ > s no caso que estamos analizando). Substi-
tuindo (425) em (424):

V. VY — ilg 2_ g2
Go (272 >_47rsas {Jo [m (eT) 5]} . (426)
Agora, 37
dJO (Z) _
Por isso, temos:
0 2 Ll _09z0 1 (—2s) B
o e =t b= ) = g A ),

ie. % {JO [m_ (er)? — 32} } _ m_ﬁjl (2) . (427)

Portanto, substituindo (427) em (426):

Go (2 27 ﬁ#h <m (er)? — 52) . (428)

A Eq. (428) é escrita em termos da fungdo de Bessel J;, conforme a Eq. (283) do texto
principal. Essa equacao conclui o estudo da fungao de Green para o caso de ®_ massivo
(m_ #0) com cr > s. Neste ponto, poderfamos inserir (428) em (258) para, entao, concluir
o célculo de ®_ (x,t). Antes, porém, vamos estudar a fungao de Green (281) para as situagoes

em que cT < S € CT = S.

36Vide, por exemplo, Gradshteyn and Ryzhik, Tables of Integrals, Series and Products, Secao 3.714.
37Veja Gradshteyn and Ryzhik, Tables of Integrals, Series and Products, Secdo 8.473.
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IT) Separagao tipo-espago c¢r < s. Nessa circunstancia, temos:
er=(ct—ct')y<r=|x—x|,

que corresponde a

/ ’X B X,|

t<t +—m—
C

ou
‘X_X/’ /
t——— <t.
&

Por outro lado, sabemos que deve valer ¢’ < ¢. Portanto, ha um intervalo permitido para esse

caso:
[x — x|

t— <t <t.

c
Em principio, a funcao de Green pode ser diferente de zero nesse intervalo. Verificar isso,

exige uma anélise cuidadosa, a qual comecamos com a seguinte mudanca de variaveis:

=1/5 )*senhf . (429)
=4/s )2 cosh 6. (430)

Com as trocas de variaveis dadas por (429) e (430),

(¢t coshn — ssenhn) = 4/ s2 ? (senhf cosh  — cosh fsenh)
=4/82 senh (0 —n)=—1/s2—(c7) senh (n—120),

e a Eq. (281) transforma-se para:

Go (27;2") = #é% {/ dn exp {@m_\/ (¢7)*senh (n — 0}
—/ dn exp {—z’m_\/ 52 — (c7)’senh (1 — 9)} } .

(e e}

Com uma renomeacao apropriada do argumento do seno hiperboélico, obtemos:

Go (27;2") = 8;2 i 883 {/ dn exp [zm \/ 2 — (CT)zsenhn}
—/ dn exp [—im_\/ s? — (CT)QSGth:| } :

—00
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ou seja,
v v 1 18 > . 2
Go (z¥;2") = ~ 15578 {/_oodnsm {my/sQ — (eT) senhn}} :

Devido a sinh (—n) = —sinh (1), o integrando é uma fungao impar sob um intervalo simétrico.

Como resultado, a integral se anula. Assim:
Go (2%;2") =0. (431)

Portanto, a fungao de Green deve ser de zero no intervalo c¢r < s. A Eq. (431) encontra-se
na Eq. (283) e mostra que nao podemos ter uma solugao tipo espago.

IIT) Caso tipo-luz ¢t = s. Se

cT =5,

resulta que
popy xoxl
P

A relacao acima esta de acordo com a restricao t > t’' e é a propria definicao de tempo
retardado. Logo, o caso tipo luz corresponde a uma particula sem massa se movendo no cone

de luz cr = s. Este caso foi tratado anteriormente, correspodendo a Eq. (417):3®

Go (2%;2") = ——=-=6 (f - 7) , (432)

drcs \c

que também esté presente na Eq. (283) no corpo do texto principal.

380 termo 6 (s + c7) ndo contribui para ®_, pois a restrigao t > t' nio é obedecida.
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