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RESUMO

O formalismo de Utiyama permite fazer um estudo dedutivo das equagoes de movi-
mento para os campos classicos, a interagao deles com os campos de matéria e as
correntes de conservacao que sao consequencias de manter a invariancia nas trans-
formagoes de gauge (UTTYAMA, 1956). A principal consequéncia de manter essa
invariancia mesmo a nivel local é: os potenciais de gauge nao admitem termos de
massa em suas Lagrangianas. Neste trabalho de mestrado, pretendemos fazer o es-
tudo da possibilidade de o formalismo de Utiyama ser estendido para comportar
potenciais de gauge A}, massivos, mantendo a invariancia de gauge local com ajuda
de um campo adicional a la Stueckelberg. Assim, seremos guiados pela teoria de
Stueckelberg, um mecanismo que introduz um campo escalar massivo B para o caso
do grupo U(1) (RUEGG; RUIZ-ALTABA, 2004) e um campo vetorial massivo w,
para o caso do grupo SU(2), cuja lei de transformacao (no caso U(1)) carrega o
parametro de massa m; essa massa ¢, entao, transferida para A,,.

Palavras-chave: Campos de gauge. Invariancia. Campos vetoriais massivos.



ABSTRACT

Utiyama’s formalism allows a deductive study of the equations of motion for the
classical fields, their interaction with the fields of matter and the conservation cur-
rents that is consequences of maintaining the invariance of gauge transformations
(UTTYAMA, 1956). The main consequence of maintaining this invariance even at
the local level is: gauge potentials don’t admit terms of mass in their Lagrangians. In
this master’s work, we intend to study the possibility of Utiyama’s formalism being
extended to include massive Aj; gauge potentials, maintaining the local gauge invari-
ance with the help of a field additional a la Stueckelberg. Thus, we will be guided
by the Stueckelberg theory, a mechanism that introduces a massive scalar field B for
the case of the group U(1) (RUEGG; RUIZ-ALTABA, 2004) and a massive vector
field w, for the case of the group SU(2), whose transformation law (group U(1))
carries the mass parameter m; this mass is then transferred to A,,.

Keywords: Gauge fields. Invariance. Massive vector fields.
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1 INTRODUCAO

Os campos sao objetos com um numero infinito de graus de liberdade, sistemas
continuos (SOKOLOV et al., 1989). Para descrever o comportamento dos campos,
também pode-se usar os metdédos de Lagrange e Hamilton baseados no principio
variacional, assim como em mecanica classica. Mas, o sentido fisico das variaveis
canonicas e de Lagrange, no caso continuo nao é tao evidente como na Mecanica
Classica. A teoria que estuda os campos, é a conhecida Teoria Classica de Campos
(LANDAU; LIFSHITZ, 1992).

Na Teoria Classica de Campos, temos transformagoes que sao feitas nas coorde-
nadas de espago-tempo, transformacoes que compoem os conhecidos grupos de Lo-
rentz e Poincare e transformacoes sobre os campos, conhecidas na literatura, como
transformagoes de calibre ou transformagoes de gauge (SOKOLOV et al., 1989). Da
mecanica classica, sabemos que, se as equacoes de movimento sao invariantes com
respeito a uma determinada transfomacao, entao 6.5 = 0. Temos, pelo teorema de
Noether, uma integral de movimento, se por exemplo fazemos deslocamentos infini-
tesimais no espaco, e as equagoes de movimento nao mudam, a quantidade que se
conserva é o momento linear, A mesma situacao acontece na teoria de Campos, se
fazemos deslocamentos infinitesimais no espaco-tempo, temos uma quantidade que
se conserva, o conhecido tensor Energia-Momento (SOKOLOV et al., 1989). Mas,
pelo fato de ter transformacgoes que afetam os campos (que nao influenciam nas co-
ordenadas do espago-tempo), temos quantidades que se conservam, estos conceitos
compoem as conhecidas simetrias internas dos campos, que mostram as propriedades
internas, que nao estao relacionadas com os possiveis deslocamentos no espaco-tempo
do campo (SOKOLOV et al., 1989).

A origem das teorias de gauge foi registrada por O ’Raifeartaigh (O RAIFEA
RTAIGH, 1997), foi Weyl quem introduziu o termo ”gauge” em geometria diferencial
na época da publicagdo do seu primeiro artigo (O 'RAIFEARTAIGH, 1997), a pa-
lavra gauge era comum para designar medidas de tamanho. Yang e Mills fizeram o
primeiro trabalho em teoria de gauge nao abeliana (YANG; MILLS, 1954). A forma
da interagao entre os campos pode ser determinada postulando-se a invariancia com
respeito a certos grupos de transformagao. O formalismo de Utiyama vale para to-
dos os grupos de transformagao semi-simples e, em particular, para o grupo SU(2)
da teoria de Yang-Mills. Ainda sim, Pauli fez duras criticas por conta de auséncia
de massa dos campos de Yang-Mills (O "RAIFEARTAIGH, 1997). Posteriormente,
se descobriu que temos campos de gauge massivos na natureza, como os bosones da
interacao fraca Z°, W=. Isso trace a motivacao para estudar campos de gauge massi-
vos. A aplicacdo do mecanismo de Stueckelberg para o caso SU(2) foi implementada
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com relativo sucesso (YANG, 1954; KUNIMASA, 1967), mas nao é tao imediata
como no caso do grupo U(1) (RUEGG; RUIZ-ALTABA, 2004; GRACIA-BONDIA,
2018). Stueckelberg introduziu um campo escalar B para manter invariante de gauge
local, o Lagrangiano de um campo vetorial com massa para o caso U(1). Para o caso
SU(2), um campo w,é necessario.

De fato, um ponto delicado a se estudar no caso nao abeliano é a possibilidade de
introduzir o campo de Stueckelberg como o gradiente de um campo escalar massivo
na versao infinitesimal das transformacoes de grupo locais. Isso é importante por-
que a teoria de Utiyama faz uso de transformacoes de gauge no nivel infinitesimal
(GRACIA-BONDIA, 2008). Ao estudar a compatibilidade do mecanismo de Stuec-
kelberg e do formalismo de Utiyama para o grupo SU(2), preparamos o terreno para
uma teoria Stueckelberg-Utiyama para casos nao abelianos gerais, isso constitui uma
extensao da teoria de Utiyama para campos vetoriais com grupos de transformacoes
gerais. Em um trabalho futuro, pretendemos estudar também a interagao gravitaci-
onal com a fusao das propostas de Stueckelberg e Utiyama.
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2 TEORIA GERAL DE UTIYAMA

Neste capitulo, vamos fazer uma revisao da teoria de Utiyama, supondo que o
Lagrangiano do sistema fisico s6 depende do campo e das primeiras derivadas do
campo. Assim, estudamos o caso de transformacao de gauge global, com parametros
de transformacao constante, depois estudamos o caso geral, transformacao de gauge
local, com parametros que dependem do espago-tempo (UTIYAMA, 1956; ACE-
VEDO et al., 2018).

2.1 INVARIANQIANCIA LOCAL, O CAMPO A E A PRESCRICAO DE ACO-
PLAMENTO MINIMO

Vamos lembrar primeiro o principio bésico da mecanica classica para um sistema
de N particulas no formalismo Lagrangiano. O sistema tem 3N graus de liberdade

e é descrito pelo conjunto de coordenadas generalizadas, que sao fungoes do tempo
(LANDAU; LIFSHITZ, 1992):

Definam-se as velocidades generalizadas como:

=), )

assim para poder-se fazer estudo de um sistema fisico qualquer, definimos uma fungao
L (conhecida na literatura como fungao Lagrangiano) que depende das coordenadas
generalizadas, das velocidades generalizadas e possivelmente do tempo (se o sistema
fisico ndo é conservativo), que usualmente para o caso conservativo estd descrito

COmao:
N

que é energia cinética menos a energia poten(nal. Tendo essa informagao do La-
grangiano (em esséncia, da sua dependéncia explicita), podemos definir a acdo S

Ccomo:
s=["u ()

O principio de minima acgao estabelece que a trajetéria do sistema entre um
estado inicial ¢;, = q(t;,) e outro final qr; = ¢(ts;) fixos é um extremo (geralmente

mig; — V(q), (3)

l\D|>—‘
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um minimo) da agao, assim temos que:

tyi tr;
55 =5 [ Lig.dt = [ 5Lyt =o, (5)
t t

in n

onde essa variacao § é um tipo de diferencial que age no Lagrangiano através das
coordenadas e as velocidades generalizadas, entao:

N
oL oL .
1

N
oL oL d

N
oL d (0L d (OL
o () (%) ]

=1

Inserindo na equagao[0], e trocando a ordem das operagoes de soma e de integragao:

oL d (0L N 1oL . 14
{aqi G <aq-i)} (Gade + 3 {a—q-f%}t

in

N

tr;
55:2/
t

=1 in

O dltimo termo é iguail a zero, posto que os pontos extremos sao fixos e sua
variagao ¢ nula. Logo:

Nt (oL d (0L
0= ;/t {aqi T <aqi)} (0a:)dt = 0.

(3

Para satisfazer o principio de minima acao, os termos que estao na integral devem
ser zero. Como a variacao das coordenadas generalizadas sao diferentes de zero, temos

que:
oL d (0L
0g; a E (8%) =0 (6)

A equagao[f]nos dé as equagdes de movimento para cada coordenada generalizada
do sistema fisico, conhecida como equacao de Euler-Lagrange. Agora vamos supor
que temos um sistema com um nimero infinito de graus de liberdade, meio continuo.
Nesse caso o sistema fisico estd descrito pelos campos de matéria ¢(x), onde = =
ot = 20 2!, 22, 23 representa coordenadas de espaco-tempo,

a(t) = ¢*(t,7) = ¢ (v), (7)
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com A=1,2,3,...,N. A dinamica do sistema esta descrita pelo Lagrangiano,

L= / Lo [¢7,0,0"] (8)

onde L), é conhecida na literatura como densidade Lagrangiana, que agora em diante
chamaremos s6 de Lagrangiano. A agao é:

= / Ldt = / d'xLar [0, 0,0%] . (9)

Do principio de minima ac¢ao, como no caso classico, temos:

‘%—M(5¢A)+ 0L 5 (9,0%) = 0. (10)

o 107 00") = g 90,0

Lembrando que:

0, (LM)(SW‘) =0, <a£—M) S + aE—M5 (au¢A) :

0 (0,0 0 (0u0%) 9 (9,.9%)
substituindo na equacao , temos:
oL oL oL
SLas [02, 8,07 = =2 (507 a( Ma) ( M)aA. 11
i 197, 90] = g (00 + 00 7g,0m) 2@,0m) " 1V

Substituindo (11)) e usando o principio de minima a¢do na equagao (9), temos:

o ottt - 2z ]

No primeiro termo usamos o teorema de Ostrogradski-Gauss,

\ 0Ly, ) B 0Ly .4
/de h‘( 50,0 ?ggd"“a@m P

Temos que na fronteira do dominio {2 os valores dos campos de matéria sao fixos,
entdo as variacoes d¢* anulam-se na fronteira, assim:

do,—————00" = 0.
729 G 000

A variacao da acao fica:

- Iy . [ OLu Y
5= [ [aasA O (mamﬂ o =5
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como o principio de minima acao e véalida para qualquer campo, temos que:

0L 0L
e (mam) =0 (12

Como vimos na equagao , a forma 6¢? # 0, chamada de transformacao
dos campos de matéria, basicamente sao transformagoes infinitesimais dos campos
de matéria com respeito a parametros de transformacao que agem nas funcoes dos
campos, mas nao nas coordenadas (isto nao sugere que sejam s6 constantes, para
um caso geral podemos ter parametros que sejam fungoes do espago-tempo). Assim,
vamos supor que cada campo de matéria transforma-se como:

(bA N ¢A + 6¢A
60" = 156"
€* = constante (a=1,2,..,n) (13)
I (ﬁ)B = coeficiente constante.

Ademais, assumimos a transformacao como correspondente a um grupo de
Lie G, dependente dos n parametros €%, onde as contantes I, sao conhecidas como
geradores das transformacoes na representacao dos campos ¢”. A forma funcional
de 6¢? é uma combinacdo bilinear de €* e ¢?, ou seja, é escolhida como linear
nessas duas quantidades. Deve haver um conjunto de constantes [, independentes
da representacao chamadas constantes de estrutura, que sao definidas pelas relacoes
de comutacao dos geradores I(,).

A C
[I(a)v I(b)}B = [é)CI(Cb)B - I(%)CI(C@:)B = ab[(Ac)B' (14)
As constantes satisfazem uma regra de ciclicidade:
tyg?{nc—i_fgz ’rlna+fgg 7lnb:07 (15)

pela identidade de Jacobi,

[ I0] - Tol s + (o o) s T 5 + [T Tw] » T] 5 = 0. (16)
Além disso, tem a propriedade de antissimetria (usando :

fab = = fra- (17)
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O grupo G, ¢ dito abeliano se suas constantes de estrutura sao nulas, f5, =0, e
seus geradores de transformacao (‘2) 5 comutam. Caso contrario, se f # 0, o grupo
de Lie é denominado nao-abeliano.

Admitindo que a agao S[¢] é invariante pela transformagao infinitesimal no campo

em qualquer dominio §2 do espaco-tempo, temos que:

0Ly
= 5ot

A 0Ly A
0" + 8((9#&)6(8@ ) =0. (18)
Posto que a acao tém que manter-se invariante, além disso deve ser valido para
qualquer ponto do espago-tempo, e mais, esta relacao independe do comportamento
de ¢ e 9,0%, 6Ly = 0 qualquer que seja o cardter do campo (escalar, vetorial,
espinorial, etc.). Levando em conta que os €* sdo independentes (uns dos outros para
cada valor de a) e diferentes de zero, da equacao (|18) temos:

0Ly

0L
DA

0L

5 DLy DL
0(0u0) "

(967) = DA € Iiapd” + Wa” (€*Iiayp0”) = 0.

St +

Assumimos licita a troca da ordem na operacao variacao ¢ pela derivacao or-
dindria 0. As transformagoes de gauge na lei (13)) nao afetam as coordenadas, cha-
madas transformacoes internas, com parametros constantes.

aEM A

DA L

oL
oF + W%J@)Ba“qﬁ —0. (19)

Reescrevemos (18] e tendo em conta (?7?):

AL 0L 4 0Ly oAl
{W O (a@m)] 00"+ O lawmw } =0

A equagao de campo @ deve ser satisfeita. Usando a lei de transformagao ((13),
temos que:

a*CMQA B| _ a 8£MAB_
O [ty " | = 0 g one”| =0

Da independéncia dos parametros, deve-se cumprir:

oL
o g e =0
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Definindo a corrente de conservacao:

_ 9Lm a4 B
J(/; = 6(8M¢A)[(G)B¢ ) (20)

o resultado de acima pode ser escrito como:
b
oJl =0,

as quais sao equacoes de continuidade, para os campos de matéria, lembrando que
os parametros de transformagao sao constantes e independentes.

Agora para fazer uma generalizagao do grupo GG,,, os parametros da transformagao
sao fungoes que dependem de cada ponto do espaco-tempo, grupo Geop,

5¢A(37) = Ga(ﬁ)[é)B¢B
I (’2) p = coeficiente constante (21)

€ = €e*(x) (a=1,2,...,n).
Neste caso:
0 (8M¢A) = (5¢A) = (Ea(x)[(ilz)B¢B)
0, (60") = €(2)1(3)p0u0" + 0ue® () I {4y p¢" (22)

a variagao da densidade lagrangiana é:

oL
B M A
@¢A [(a)qu

7 0L
8(9,,04) "

0 gbB] + 0,€%(x) {—IA ¢B:| .

)BY 1 M 8(8#¢A) (a)B

O termo que acompanha €*(z) é nulo sob a hipdtese de que ([19)) continue vélida
mesmo que € = €*(z) e, consequentemente,

8£M A B
5£M = WI(Q)B(b Guea(x). (23)

Vemos, entao que a variagao 0L, com respeito ao grupo de movimentos mais geral
Goon nao se anula: Ly, [gzﬁA, @Lgb‘ﬂ carrega sempre um termo cinético, os geradores
I é) 5 530 ndo-nulos para que existam transformacoes, as derivadas de €*(x) sdo nao
nulas por hipétese.

Uma forma de preservar a invariancia da densidade lagrangiana L,; sob ,
forcando 6L, = 0, é introduzir um novo conjunto de campos:

A (),

0Ly = €*(x)
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onde J =1,2,..., M, que transforma-se como:
1
SA" (x) = e(2)U) A (2) + ;C’j“@ue“(w), (24)

na esperanca de que este procedimento cancele o segundo membro de (23)). De fato, o
segundo termo no lado direito do ansatz para 64’7 vai com 0,€%(x), mesmo fator que
aparece em , a equagao g ¢ um parametro que caracteriza a intensidade da
dependéncia dos campos compensadores A’ 7 e 0s coeficientes U e C' sdo constantes a
serem determinadas, o intervalo de valores assumidos pelo indice J, sera determinado
a seguir sob a exigéncia de invariancia da teoria.
Ao inserir o campo auxiliar A’ J(x) na teoria, passamos para a nova densidade la-
grangiana:

L = Ly [03(@), 0,0 (2), A7 (@) (25)
Nao h&a necessidade de inserir a dependéncia da derivada do conjunto de campos
compensadores 9, 4’7 em £/ M(z) POis a regra de transformacao desse campo, depende
explicitamente da derivada parcial dos parametros €*(z), termo que é suficiente para

manter a invariancia de gauge.
Postulemos que a acao construida a partir de £y,

S'p, Al = /Qd4x£'M(x),

seja invariante sobre a transformagao (24]), isto significa que:

oL m oL m oL v

/ _ =M A it . A A/J —
0L vy oA 0] +8(8M¢A)5(a”¢ )+8A’J5
Substituindo as regras de transformacao , e , e separando termos,
aﬁ/ B 65/ B E/M 1K
KA
6( )|:8¢A a)B¢ ( ¢A) H(b aAJU :|
Dy (@) | M M| — g,

+ /146 (.’,U) |ia(au¢z4) (a)B(b 8A,J

Lembramos que os parametros €*(z) sao arbitréarios, isto nos permite escolhé-las
de maneira que €*(z) e suas derivadas 0,€¢*(z) sejam independentes, cada coefici-
ente de €* e 0,€e* deve anular-se independentemente, gerando o sistema de equacoes
hierdrquicas funcionais para o sistema L'y;(¢, 0,0, A'):

W](Q)ng LY RV} ( QbA) Baltgb + aAJU A/K (26)



10L'y
g 0A7

0L

A B
8(8M¢A)I(a)B¢

— ol =0.
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(27)

No caso do grupo de gauge global (e = constante) a equacao (27) nao aparece e
a equa(;ao ) tem o mesmo Slgmﬁcado da condicao de invariancia de gauge global
, na Verdade 1} reduz-se a (19)) quando L'y, passa a L M para a qual gj% =0.
Lembramos que os diversos mdlces das equacoes e assumem os valores
J =1,2,...,N (indice de contagem para o nimero de componentes do potencial de
gauge A"), p = 0,1,2,3 (indice das coordenadas do espago-tempo), a = 1,2,...,n
(indice de contagem do nimero de parametros de gauge €*). Assim a equagao
pode ser posta em forma matricial, para isso resolvemos a somatéria com respeito

ao indice J:
laﬁ’M 1 165’ 02“ +18£’M Nu:
g OAT e T g 9A” g oAN

temos que para cada indice do espaco-tempo,

10L 1 oL v 10L
4 10 020 4z NO _
g OAT T T g 9A? + g oA™N
Hokcr s o
10, 10L 1oL
p aA% o124 Ve Moz 4= aA'% N2 _
1 8£/M 1 oL M 1oc M
- 013 023 N3
g oA T T g AR *y g oAN
Para cada indice a temos:
10L 10L 10L
- c1o - 20 - CNo
g, 1
1 /M 1 /M 1 ,M
- Cll - 021 - CNI
goAat v Goarti T Tgaar
10L Ho 1 0L\ - . 1Ly N
- - - CcN2
984/1 n+ 984/2 a+ +g81f1’N
1OL v 5 18£M023 185 C’N3

100w e, 1
gt o gaar Tt T L aan

—9(0,04)

0(D394)

oL v
D@07 @0
oL v
3 @
oL v

("

10 59"

0(D164)"

oL
100"

oL
180"

oL v
~ 0(0yo") ¢>A)

0L vt
00 ¢A)

tp0”
459"
8£'M
_ IA B
8(82¢A) (n)Ba5
oL v
Linyp®”

0(0504)
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obtemos a forma de martiz:

- o _
]A B
A\ (1)B
[Cl0 o2 N [y T 8((9%?;4) 4
e e A I 00101 107
o D : = - : (28)
9| 2 22 N2 AL ur /
Cny Cny 0 Cn o AT
o oo, ey 9(0,07)
- = Aanx AL = Nx1 oL
M [A ¢B'
-8(83¢A> (B - 4nx1

Para que a nova densidade Lagrangiana £ y;(¢, 0¢, A') possa ser determinada univo-
camente, em virtude de , exige-se que a matriz [C],, . v seja quadrada e inversivel
(nao-singular). Entao temos que o nimero de campos A’; que deve ser agregado a
teoria original é:

N = 4n.

O que significa que sao necessarios quatro campos auxiliares para cada parametro
de transformacao ou equivalentemente um campo auxiliar de quatro componentes

para cada parametro. Da condicao de inversibilidade (nao-singularidade) de [C],,,, y
temos que:

[C_I}Nx4n [C]4an = Inxn

[C]4n><N [C_l] Nxdn [4n><4n7

onde Iyyn ¢ a matriz identidade N x N. Em termos das componentes de matriz:
CIMC )i = 0%
(C’*I)ZJCI;]” = 52‘5;1. (29)

Defina-se o potencial de gauge AZ(x) correspondente ao parametro e‘(ll,) em termos

. J
desses elementos de matriz e de A’”:

AL (@)

(O, A" (). (30)

Ja que o indice p = 0,1,2,3 de C' é um indice vetorial, AZ(x) ¢ de natureza vetorial.
Isso explica a terminologia potencial-vetor usado para AZ(x) Da equacao ,

J J a
A7 = olr e, (31)
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entao,
0Ly 0L wMOA” 0Ly O (g o OL'M gusuey . OL M g
aAZ - aA/J aAZ - aA/J aAZ (Ob AV) - 8A/J (Ob 5V5a) - aA/J Oa :

Com o que reescrevemos a segunda das equagdes hierarquicas, equagao ([27]).

%%Beﬁ + é%ﬁM =0, (32)
Defina-se a seguinte quantidade:
V.o = 9,0" — g AL 0", (33)
ou,
V" = 0,6" — gl pd®(C 7)), A7, (34)

denominada derivada covariante. Ademais, a forma (33) sugere que a constante
g ¢ uma medida da intensidade com o que o campo de gauge Aj, interage com o
campo de materia ¢*, ambos aparecem no segundo termo do lado direito da equacao.

Por essa razao, g é chamada constante de acoplamento.
A equagao ([33)) verifica (32)). De fato:

Ly [0, 8,08, A] = L'y [0, V,07] . (35)

Calculamos:

8£’M (9£”M 0 D b D C 8EHM D
= —gA’l = — H
000" ~ BV.0P) 08,7 [0~ 9AT0ed ] = g omy 0400
assim,
oLy 0Ly
(0u?)  O(Vupt)
avalie-se:
[f'M_ 8£”M 0 D byD 4C1 _ 8EHM D Csbsu

£/M 8£//M

T
0A: d(V,¢P) " (¢
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substituindo em ([32]).

aACHM A B N 8[1”1\4 D c aACHM A B N 8£”M A B
AV,0") @7 39,07) W T (w00 @Y g, en) n =

cumprindo com equacao (32). Vamos a expressar a lei de transformacao (24 para
J o -
dA" em termos de Af. Substituindo 1} em 1)

1
0(CI*AL) = *(2) Uiy O A + EC;L]“@#E“(%),

atuando os coeficientes constantes (C~1)?; pela esquerda, definimos:

Szi;sl/c = (C_l)ICfJU({J,)KCcI(a’ (36)
logo,
1
S(AL) = € (0) 1,045 + 0, (x), (37)
g
e trocamos o problema de encontrar as constantes U, ({1) x € CX para o de determinar
apenas S?jﬁyc.

Introduzida £" y, [gbA, VMQSA} , N0Sso interesse passa ser o estudo da sua invariancia,

35”1\4
DA

S + ﬂa(vuw) =0. (38)

6£// —
" A(V,.0%)

Calculemos a variangao do novo objeto V,¢", usando a equagdo (33)).
5<VM¢A) =0 (au(bA o gAZI(Ab)B¢B) =0 (au¢A) — 90 (AZ) I(Ab)B(bB o gAZI(Ab)B‘S ((bB)
Usando as equagdes (21)), e (37):

5(Vu¢A> = Ga(l’)[(ﬁ)Baﬂ¢B + au€a<$>jé)B¢B

—ge%a})Sé’Z)uc 5I£)B¢B - 3u€b<$)I£)B¢B - gea(fv)AZI(Ab)Bfg)cqu,

trocando a — b no segundo termo, obtemos:
0(Vup™) = €(2) (o) p0u0"” — ge*(2) ()AL Ly 9" — g€ (2) AL LGy 51y 00

Usamos a equagao (|14) para mudar o terceiro termo,

A C (&
U Il = 10 sIe — I slte = falie = —Iyslle = falle — 1oyl
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Substituindo,

5(VM¢A) =¢€ ( ) (a)B [ H(b QAZI(IZ’)C¢C] +g€ ( ) [Ab CbI(c S a)uc zC/ b)B} (bB'

Trocando os indices b — ¢ e ¢ — b no iltimo termo, ademais da propriedade do delta
Kronecker, temos:

§(V,0) = ea<x)1@)3vu¢3 + ge(x) [f500 — St ) A’;J@)ngB. (39)

Inserindo em :

0L\
DA

o »C”M [
(Vo)
como esta equagao deve valer para todo z e €* sao fungoes arbitrarias independentes,

entao:

OL" s 4 . OL'w OL" os

6L v = e“(z) I (a) ¢B + ]é)BVMbB +9g (f(fb(;z - S(Cg)ub) Ail(é)Bﬁsz]

A B c SV cv br1A B __
DA L + W](a)Bvu¢ + g@(V—uquA) (S0 = S¢hw) AvIiype” = 0.
(40)
A equacao tem semelhanca com a equagao de movimento ([19)),
0Ly A 6B+ 0Ly 1a B
¢A (a ng (au¢A) I(a)Bauqb = Oa (41)

derivada para o caso em que G, é o grupo de transformagoes (com € constantes)
atuando sobre o sistema de campos ¢*(z) caracterizado pela densidade lagrangiana
L[o4, H(bA] Temos em conta que S(a) b ¢ uma constante a ser determinada e po-
deria ser escolhida para anular o terceiro termo de . Espera-se que uma teoria
mais geral seja capaz de reproduzir os resultados da teoria particular, entao os re-
sultados de andlise da invariancia de £[¢*, 9,6 sob agdo do grupo G,, devem ser
recuperados em algum limite apropriado dos resultados encontrados pelo estudo da
invariancia do mesmo sistema ¢“ () sob o grupo mais geral G, em que * = €*(z).
A geralizagao em nosso procedimento consistiu da introdugao do campo Af.. Agora
temos que considerar o comportamento de £”); no limite em que o potencial Al é
nulo, entao,

V¢t = 0% (A5 —0)

e portanto:

L0, Vo) = Lu[0", V0] = L x[o?, 0,07, AL — 0] = Ly [¢”, 0,97
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Voltamos as varidveis iniciais de descrigao do sistema ¢ e d¢. Dada a identificagao
entre V¢ e d¢ para Aj — 0.

L ul6%, ¥, = Larl6*, V04 (42— 0). (42)

Se entendemos esta identificacao além do limite mencionado obtemos uma prescri¢ao
de acoplamento minimo: ao introduzir o campo Af, a interagir com »* devemos
substituir a derivada ordindria 9,6 na densidade lagrangiana L£y[¢*, 9,6 pelo
objeto V,@A. Dizendo de outra forma, a “interpretacao tedrica da interagao” é a
prescricao:

int
%t " Vit = Larrinl", V9t = Ln[04, V,00%] = Lulo?, V6]

(43)
A importéncia desta descrigao é a fixagdo de covariancia de V¢4, aplicando a regra

0,0 — V01 a segue:

a'CM-‘r’iTLt A B a£M—l—int A B

Wl(a)B(b +a(v—ml(a)3vu¢ = 0. (44)
Substituindo em ,
a‘C]V[-Hmf A B a‘Cl\/f-‘rint A B 8£M+int c v cv b 1A B
Wf(a)l%?b +8(V—M¢A)I(a)Bvu¢ +gc‘9(V—M¢A)( 0 — Siw) AIiepd” =0,
temos que:

OLM vint [ e s cov brA B
aﬁﬁg(w%—&m@AJ@ﬂ’za

Entao os coeficientes ng) b desconhecidos ficam determinados,
ng)ub = ib(sz,- (45)
Substituindo em fica explicito o cardter covariante da derivada V,¢":
3(V,0%) = ()5 V6" (46)

Na equacao ,
1
&4D=ﬂ@)$%+§%ﬁ@% (47)

obtendo a regra de transformacao do campo de gauge em fungao da constante de
estrutura do grupo de transformagoes.
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2.2 DENSIDADE LAGRANGIANA PARA O POTENCIAL LIVRE

Nesta secao vamos fazer o estudo do Lagrangiano para os campos de gauge
(UTTYAMA, 1956; GRACIA-BONDIA, 2008). Assumiremos que a densidade La-
grangiana L4 contém até derivadas de primeira ordem de A7, assim:

L= LalA},0,A7],
onde: .
GAN'
OxV
Esta densidade Lagrangiana ¢ invariante pela transformagao para o potencial A,
entao:

9,A% =

L oL
d —0AL + ———0(0,A},) =
£a= 518, Ag) ) = 0
€ COomo: ]
SAL =€ f3 AN + gauea, (48)

tendo em conta que os parametros €* sao funcgoes que dependem do espaco-tempo,
1
0(0,A5) = O,e &AZ +€° fb&,AZ + ;(9,,@#6“,

substituindo na expressao e reunindo os termos que contém os parametros de
transformacao, as derivadas primeiras dos parametros e as derivadas de segunda
ordem dos parametros, temos:

OL 4
6A;3

OL A
9(0,4y)

10L4 0L, “A”} 1 0La
g 0A: "~ 0(0,A8) V| g0(0,A)

4 Ab +

&&,AZ] +0,,€ [ 0,0,€" = 0.

No termo que contém as derivadas de segunda ordem dos parametros das trans-
formacoes, para garantir a simetria com respeito a troca de y — v, fazemos:

1 0Ly,
90(3,A)

aae——aae{‘%/* OLa }

20, 4%) " 8(9,A2)
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Como as derivadas dos parametros da transformacao devem ser independentes, entao
as quantidades dentro dos colchetes tém que ser zero, para cumprir a equagao, assim
obtemos as equacoes hierarquicas:

A+ “0,A% =0 (49)
aJcb a\Jcb¥v
9As ¥ n T 59, Aa "
10L, L4 \
Z a pb _
g " 9o,z e =" (50)
Oba | 0Ls _, (51)

9(0,45) ~ 9(0,43)

A dltima das equagoes hierarquicas estabelece que as derivadas de A}, deve estar
contida em L4 através da combinacgao:

Af ) = 0, A% — 9, AC. (52)

[uw] =

Em termos deste novo objeto,

L [AZ7 aI/AZ] = EIA [A27 0 } )

[1.]
e aplicando a regra da cadeia, temos:

0Ls 1 0L4 0Afy
0(0,As) — 20A% , 0(0,A3)

onde o fator 1/2 foi introduzido para dar cabo da dupla contagem de termos idénticos

(j& que o novo objeto é antisimétrico com respeito a troca p — v, A ] = A‘[ly L
1 / 1 / /
) aaﬁza -5 ifdA [535;55 - 5:;5555%} D) aajfa aaAﬁaA
(0. A5) 2047 4 21904}, ]
Por antissimetria, temos que:
oL oL 4 oL’ oL’
50,4 = oar " aAaA aAaA ’ (53)
(9, M) (v, [v,u] [v,u]

substituindo em (51)):

0Ly, 0L 0L, | 0L _ OLa 0L
90,4n) T 9(9,Az) ~ 0A7 - 9A  0AL  OAT

[v,u] [1,v] [v,u] [v,u]

=0.
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Com o que realmente verificamos (51)). Agora reescrevemos a segunda equacao

hierarquica ,
10L4 0L A

— + P
g o0A; 6AW/]

Novamente pelo mesmo argumento aplicado em (52), a derivada de Af, aparece em
L' 4 somente através da combinacao:

aAb =0. (54)

Fiw = Ay — 9 S0 ALAT, (55)

[1,v]
o objeto J, chamado tensor intensidade de campo, é antissimetrico nos indices de
espago-tempo, no terceiro termo da equagao temos:

1 1
a Ab pc a Ab pc a Ac Ab a b pc b pc
fbcAp,AV = 5 [fbcAuAl/ - fbcAuAu] = §fbc [AMAV - AVA/J )
onde passamos a antissimetria das constantes de estrutura ao par AZA; Portanto:
a a a 1 a b fgc b pc
Fo, = 0,4, —0,A; — §gfbc (A)A; — AVAS) (56)

tal que:
Fo,==Fo,

Tendo definido este novo objeto, passamos a escrever:

Ly (A5 AL L) = L4 (A5, Fr,) -

[uv]

Com esta identificagao, observamos que J;, verifica a segunda das equagoes hierdrquicas
na forma (54)). Primeiro, temos, usando a equagao (55)), que:

OL'n  10L"40F55 0L,

a 5 a |A + a
0AL 2 8.7-"(;[6 0AS 0AY
0L 4 1] ., 0L"4 g 0L 4 OL" 4
e — 95 |Jan Ag+fma AZZ |A+ a |F7
0AY 2 8]:35 OFd, A4
trocando a — f no segundo termo da equgao, tendo em conta que F, = —F) e
e =4 oL, 9L, ., oL 4
= —g— A+ ——— |F . o7
8AZ gafgﬁ |A fan B + aAZ |F ( )
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Depois, calculamos:

0L 0L A OF5s  OL'4 o 0L
= = (5”5”5 ) =—|a. (58)
c c a”BYec -
8A[W] OF gfﬁ aA[W] 8}—5,3 OFf&,
Substituindo (57)) e (58) em (54)), temos:
1 8;CA a;CA b ac”A d ac”A b 85”,4
- L A 2 A fe g —
gaAfL—i_aAfW,]be v 8]'—55 |A fan B+8ng |A fcb 1/+ @AZ |F 07
ou seja,
8£HA
9A: =0,

Para cumprir a equacao, o Lagrangiano nao deve depender explicitamente do
campo de gauge.
Agora fazemos 0.F, para determinar como transforma-se o tensor intensidade,

0F, = 0(8,A%) = 0 (0,A5) — gfpe (8A,) A — gf5 A7, (6A3) .
Substituindo para 0 A e 0 ((%Az) e separando os termos:
0F s, = € i (0uAY — 0, AL) = g€™ (frofmm + Frnme) ApAL.

Trocando os indices das constantes de estrutura e lembrando a propiedade ciclica,
temos:

b b b b
fl;lcfmn—i_f;:b me _fl?mfnc: rCrLLb ne’

substituindo,

SF ., = €™ [, (0,AL — 0,A7) — ge™ (fapfo.) ALAS

5.7‘—5,/ =e"fo ((%AZ — 8,,AZ — gfIZAZAi) ,
Com (55):

0F 5, = €" fon i (59)
Portanto as n quantidades F,,,, F,, Fo,, ..., FJ,, transformam-se co-gradientemente

a transformacao de ¢: a variacao de 0.F;, tem a mesma forma que a transformagao de

§¢* com os coeficientes da algebra f2 no lugar dos geradores da transformacao I (f‘l) B
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compare (21]) com (59). Para observar isso explicitamente, definam-se n matrizes M.,
de ordem n X n e componentes.:

a _ a
M(c)b — Jebs
entao,

(M), M), = M,

a)eM( b)d M(b) M fbd fbce ;d
[M(a),M(b)E = fealan + fenSoa = —JeaSoa = fealap = TanJea
[May, M)y = fas Moy (60)
onde usamos a antissimetria de f£ nos indices inferiores e a identidade de Jacobi (?7).
O resultado (60) mostra que M, seguem a mesma algebra das matrizes I(.).
Logo, as matrizes M, constituem uma representacao do grupo G, a qual é chamada

regular ou representacao adjunta do grupo.
Da primeira equagao hierdrquica, eq.(49),para escrever em termos de F, temos

que substituir em ,

8‘CA e Ad a Ab a‘CA a b _
( g@(é)MAi)fadAV) fchu + 8(8VAZ)bea”A“ =0

Usando (58)),

0L 4 0L 4 oL 4 oL 4
o e aAdAb aaVAb: aaVAb e AdAb_O
g@(@yAZ) adJ cb* uttv + 6(8_VAZ) cb o a]_—g# cb ga]_—e adJ cb
&C" &C//A ac// aﬁ//
oy Ab ‘I&,Ab AdAb AdAb =0,
a f’a o J,—_-SM cb g ) J,—_-e ad cb g ) JT_'e ad cb
trocando v — i1 e 4 — v no primeiro e terceiro termo, temos:
0L 4 b OL" 4 b aEHA e fa Ad gb OL"A e va qa go
afa a A 8?(1 a A 8-/—-:5;/ ad chuAp - gﬁ ad chpAV = 0.
Da antissimetria de J;; = —F,, e trocando e — a e a — € no terceiro e quarto
termo,
aE//A

—— = [f40,A% — f40,AL — gf e fSACAL + gfe foALAL] =
(9.7:W



trocando b — d e d — b no quarto termo,

8EI/A a a a e a e
Fﬁy [ cbaqub/ - cbal/AZ - gfedfchffAZ + gfebfchZAﬂ =0
aL://A
OF%,
Da identidade de Jacobi para os coeficientes de estructura, temos:
oL 4
OF%,

[ b (auAg - 81/142) — g (feafar — fenfea) AZAIC/I] = 0.

£ (0u A, — 0,45) — g (Fiufia) A, AL] = 0,

trocando e — b e b — e no ultimo termo, e usando a equagao (48)),

0L 5 a . oL 4 .
Fﬁy cb [(aﬂAI; - 8VA,Z) -9 gdAuAlcﬂ = 8./—':5” ch/IzV = 0.

Obtemos a equacao (49) na forma:

“Fb, = 0.
afﬁy cbY pv
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(61)

Uma condi¢ao sobre a densidade Lagrangiana L. Nesta condi¢ao ja usamos o fato
da descricao do sistema de campos A por L4 ser equivalente a descricao do mesmo

sistema de acordo com L' 4 ou L 4, i.e.
La (A5, 0,A%) =L"4 (A% FL),
dai segue a identidade,

OLa .. OLi
64 = Tohsan 4 Sy
Ea= a0 T oz, T =0

se insere e .

0L 4 1 0L 4
= m a A’I’L _ a m a — .
0L 4 oA (e oAl + g@ue ) + o7, (e mnf‘,fu) 0

Separando termos, temos:

(L. . OLa . 1., (0Ls\
¢ ((’Mz W”Aﬁaf;;y ”‘”Fg) +ga’*€ ( )_0’

(62)
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da independéncia dos parametros e suas derivadas, temos:

OL 4
o 0 (63)

OLA o o OLa oy 0
aAZ mn M—i_afﬁy mn‘F‘;LV_O

A segunda dessas equagoes é redundante pois ja sabfamos da condigdo (61) que
o segundo termo ¢é nulo, a ecuacgao informa-nos que L4 deve ser uma funcao
somente de J 7,
La=Ly (.7-"51,)

satisfazendo e respeitando a lei de transformacao . A equacao também
representa um forte vinculo das teorias de gauge. De fato, implica que termos do
tipo m?A*A,, (onde m ¢é uma constante) eventualmente presentes em L4 violam a
invariancia de gauge da teoria. Termos como esse sao aqueles que dao massa ao
potencial de gauge, onde o parametro m ¢ entendido como a massa de A,. Portanto
é preciso m = 0 para satisfazer , o que significa dizer que os campos de gauge
devem ser nao-massivos na teoria geral de Utiyama.

2.3 DENSIDADE LAGRANGIANA TOTAL: CAMPOS EM INTERACAO

E. Noether ensina-nos que a toda simetria corresponde uma lei de conservacao
(SOKOLOV et al., 1992; UTIYAMA, 1956). Agora vamos a encontrar a corrente
consevada do sistema total, composto pelos campos ¢ () e Af(x). Assim densidade
Lagrangiana total é:

£T == ET [QbA, au¢A7 AZ, ayAZ] - £M+int [qu’ V#QbA] + ['A [‘qu]? (64)

cuja variacao deve anular-se,

_ &CT a 6£M a aET A a‘CT A\
6Lr =5 AZMW 5E, Az)é(&,Au) + 5109" + 5351 0ud™) =0

usando [0, J] = 0, fazendo a derivada do produto e definindo:

5Ly 0Ly ( OLr )

§As — QA 9(0,A4)

(65)



0Ly _ 9Ly 0L
5pA — opA (8(%/4))

temos:

6£T 5£T A aﬁT A aL:T
= ——6A% + A2
Obr = aa At 5gateT T {awmfﬂw 50,5

v

No primeiro termo da equacao (]@ substituimos a eq. ,

5Lr OLT b o gy (OL7 1. (oLr\
5AZ5A/L (5140‘ ()fbc ,u a (6AZ€ (SC)) a (5/40‘) (QZ),

da equacao , segue:

OLr  OLmyin
9(0,0")  O(V,p?)’

3£T . a[:A . a»CA
d(0,A2)  0(9,A%)  OFq,

Substituindo em (67)),
0Ly Ay 1 0L
5¢A5¢ ( )5Aafbc wo g (x>alff (6AZ)
OL N vint 0L A 1 (5£T) }
+0, { o ——0AL + —¢€* :
oV, om0 g

Essa equacao pode ser compactada sob as defini¢oes:

) )
0L sn g () O o e §<x>au (i)

0Lr =

= 56h 5 A 5 A
8*CM-‘,-m’Lt A 8£A (5£T >
YVWh=_—"""""§ 0AY + —€” ,
ov,0m "t aFs T g W A

assim a equagao (70]) resulta em:

K + 8,V =0,
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(66)

(67)

(68)

(69)

(71)

(72)

(73)

Nesta forma, fazemos integracao na regiao €2 do espago-tempo, onde os campos

estao definidos,

/lCd4x + /(QMV“)d% = 0.
Q Q

(74)
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O segundo termo pode ser reescrito: o teorema de Ostrogradski-Gauss garante que
a integral da divergéncia de V* no volume (2 é igual 4 integral de superficie ao longo
da fronteira 0f) deste mesmo volume, i.e.

/ (V") — 55 Vido,, (75)
Q 15)9)

sendo do, um elemento de superficie orientado em 9€2. A integral do lado direito de

)

OLysint - 4 OLa 1 ((5£T> }
Vido,, = 55 do {—5 + 0AL + —€(x .
5669 P Joa T LO(Vwe?) ¢ OFa, g (=) 0AY

Substituindo e e fazendo renomeacao adequada nos indices de dlgebra,

OLrsint 14 ,p . OLa 1 (5»CT)}
Vid :¢‘d “x{————Ja e
5’29 7= P, B0 @)\ G oy Hern? oFT: g \54a

1 0L A
+— do, 0, (x )
g éﬂ ! ( )8‘7:31/

As fungoes €*(z) e 0,€%(z) sao escolhidas de forma que ambas se anularem iden-
ticamente na fronteira 02 onde a integral de superficie esta sendo calculada. Isso é
perfeitamente consistente com os métodos do célculo variacional e leva ao anulamento
das duas integrais do lado direito da expressao acima:

%'w&%:o (76)
o0

Usando em e o resultado desta substitui¢ao de volta na relagao ([74]),

‘LK&x:O (77)

Essa identitade deve ser valida qualquer que seja o volume 2 escolhido arbitraria-
mente no dominio dos campos de matéria e de gauge. Por isso a equagao ([77)) sé
pode ser valida caso o integrando seja identicamente nulo,

K =0, (78)

entao de em , temos:
9, V" = 0. (79)
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Pelas definigoes ([71)) e (72)), as duas tltimas equagoes sdo o mesmo que:

5Lr SLr .. 1. SLr\
o+ S e — e, (5 ) =0 (80
8‘CM—I—znt 8‘CA a o <5‘CT> } _
oy ) ——0AY =0. 8
{ oo om0 g o

Da equacao (81)) e das leis de transformacoes para o campo de matéria e o campo de
gauge, eqs. e 37, obtemos:

a b Ac
€ (x)all {a(vu¢A)I(a)B¢B g (514 afﬁ aCAV}
1. (0Ls\ 1 [6Lr OLrreimt A .5 oL
+0,e"(x {—8,, ( ) + - (—> + (—[a o7 ) + AT
SR oF:,) g \oAz O(V,94) " WP oF?,
1. . 0Ly
—l—g(‘?#&,e (x)@ =0.

Toda informacgao vem dos dois primeiros termos ja que o ultimo termo é identica-
mente nulo. Assim da independéncia dos parametros e suas derivadas temos:

OL N +int A 4B 4 1 0Ly O0La
) —+ —f A =0 82
{ (V,u(bA) (a)B(b 5AZ aj—_-fw acttv ( )
1 0L 4 ) 1oLy OLptint A B OL4
20, =2+ = + 1) AL =0. 83
<8f,§“ gdAs 9V uqu) @B afb (83)
Das equacoes e ,
0Lr _ oLt _ oLy 0Ly B 0L A
§Ae = 9As "V \9(9,A%) ) DAs OFg,
Substituindo na equagao (83)):
- I Al = 84
gaAZ + 8(V“¢A) (a)B¢ + 8]:3 ac’ v 0. ( )
Definamos: ar
Jr= "1 (85)
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Substituindo no termo volumétrico ([84]),

OLyvint o4 5, OLA 4
Jh=—g| =—=—+1 —f2AC . 86
a g (a(v#¢‘4) (a)B(b + afgy ac’ v ( )
Pondo este resultado no termo de superficie (82)),
0Ly
n_
) -

Se a densidade Lagrangiana total L satisfaz e equacao de Euler-Lagrange para o
potencial de gauge A7 i.e.

OLp
=0 88
entao obtemos de (87) a lei de conservagado:
0 Jl =0 (a=1,2,...,n). (89)

Com a corrente J! definida pela equagao . Encontramos, dessa forma, uma re-
gra geral para introduzir um novo campo A% de uma maneira bem definida quando
existe uma lei de conservagao analoga a . Note-se que ha, em verdade,
n leis de conservacao para cada parametro de transformacao dependente do ponto
¢*(z) com uma corrente J# conservada dada por (86). Desta equacdo conluimos que
a corrente conservada nao terda contribuigoes dos campos de gauge J, no caso em
que o grupo de transformagoes seja abeliano (fg = 0) mas terd quando o grupo for
nao-abeliano (ff # 0). Isso significa que os campos de gauge associados a grupos de
gauge nao-abelianos possuem em si mesmos a carga de interagao que mediam, por
essa razao, espera-se que as equagoes de movimento dos campos de gauge deste tipo
de teorias sejam nao-lineares, com termos de auto-interacao.

2.4 GRUPO DE TRANSFORMACAO DE FASE E O CAMPO ELETROMAGNE-
TICO

Determinemos o tipo de interacao surgida da imposicao de invariancia do campo
escalar complexo sob o grupo de transformagoes de fase (UTTYAMA, 1956; RUEGG;
RUIZ-ALTABA, 2004). Neste contexto, escrevemos (o campo carregado) ¢(z) =
(™ (z), " (x)) com A =1,2,3,..., N (com N inteiro positivo e par), composto por



35

cpA(x) e seu conjugado ¢*4'(x) onde A = 1,2,3, ..., % e Al = %+1, ..., N, transforma-
se como:

io, xA’

(@) = eCpt) () = e (2).
« = coeficiente real
A forma infinitesimal ¢'*(z) = ¢*(2) + 6o (2) d4

St (x) = iapt(x) 0™ (2) = —iag™ (x),

pois e =1+ 2+ O(?),|r] < 1 e comparando com equagao St (x) =
€ (x ) P (x), identificamos:
I =i0y Iy =—idh.
Como (4 é zero ou %,
A
Loy ] 5 = 0.

A

Concluimos de [I(a), I(p)] B = = 514, (op (Equacao [17), que a constante de estrutura é

nula,
c __
ab

O grupo de transformacoes de fase a um parametro é comutativo-abeliano.
Se fizermos a transformagao depender do ponto o — «a(z), introduzimos um
campo vetorial A%, cuja lei de transformacio 6A% = €(x) fL A + é@ue“(x) equagao

, fica:
1
0A, = —0,0(x).
g
Tendo em conta que as constantes de estrutura sao zero. Com este novo campo
especificamos a derivada covariante V,¢*(x) = 8,0 () — gA%I (‘2) 0% (x), para este

Caso:

v ¢A($) _ VMSOA(x) = aﬂ@ (z) — igdpe (-I)Au para A=1,2,3,.. ,%
g V.o (x) = 0,0y +ig0pe* P (2) A, para A=F+ 1,5 +2,. N

1. e, . . )

‘7u¥74:: 6%99A —>ig¢fh4u ‘7u¥f4*:: 8M¥y4* %‘ig¥f4*f4u,
com a qual realizamos a prescricao do acoplamento. Reescrevendo a densidade La-
grangiana,

La[¢?, 0,0 — Lo, V0] = L, %, Ve, V™.
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A densidade Lagrangiana £, para o campo livre A, é:
La=Ly(Fu),
onde F,, via 1’ Fi, = 0,47 — 0p — gf,chZAi, entao:
Fuw = 0, A, — 0,A,. (90)

Vemos assim que o campo a ser introduzido ao tratarmos particulas carregadas aob
transformacoes de fase dependentes do ponto é o campo eletromagnético. A corrente

conservada pelas e como:

, 0Lt i oLy Y
‘]ME_'LQ( A@A_a *A/(;DA)a
a<vu90 ) (Vu‘P )
que nao depende do campo de gauge eletromagnético. O campo eletromagnético nao

carrega a prépria carga de interacao que media, nao ha auto-interacao do campo
eletromagnético em nivel classico.
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3 ELEMENTOS DA TEORIA DESTUECKELBERG, CASO U(1)

Neste capitulo, fazemos uma revisao, dos formalismos de Proca e Stueckelberg,

para conhecer a abordagem da dinamica dos campos vetoriais massivos, e as im-
plicagoes de manter a invariancia de gauge local (RUEGG; RUIZ-ALTABA, 2004).

3.1 CAMPO VETORIAL COM MASSA

O potencial eletromagnético esta descrito por um campo vetorial real A,,, obede-
cendo as equacgoes de Maxwell. A quantizacao de este campo descreve uma particula
sem massa, o fotén, que tem 2 graus de liberdade fisicos, suas duas polarizagoes
transversais ou equivalentemente suas duas helicidades (+1, —1). O campo A, tem
4 componentes, das quais uma some impondo-se a condi¢do 9*A, = 0 (condicdo
de Lorentz) e pela condigdo de mass-shell. Se adicionamos um termo de massa no
Lagrangiano do potencial A, a invariancia de gauge se perde, esse novo Lagrangiano
descreve uma particula vetorial com massa, com 3 graus de liberdade, 2 graus de
liberdade de polarizacao e um grau de liberdade longitudinal.

Stueckelberg propos um método que mantém a invariancia de gauge local para
um campo vetorial com massa, adicionando um campo escalar B (RUEGG; RUIZ-
ALTABA, 2004), esse novo campo é massivo e transforma-se de maneira linear com
respeito ao parametro de transformacao, salvando o termo de massa do campo de

1
gauge, através da combinacao do tipo (gA“ — —8“3) , a forma de obter massa para
m

o campo de gauge é muito diferente ao mecanismo de Higgs, posto que mantemos
a invariancia de gauge fixando o parametro de transfomacao, uma caracteristica de
fato necessaria, obtendo também a condicao de Lorentz de maneira natural. O tipo
que equacao que obtemos para o campo A, é do tipo Proca, e o campo de Stueckel-
berg B obedece a equacao de Klein-Gordon.

3.2 PROCA

O formalismo matematico de Proca descreve melhor um campo vetorial com
massa real ou complexo (RUEGG; RUIZ-ALTABA, 2004). Seja um campo vetorial
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com massa V,, a qual obedece a equagao de Proca:
% 2,
MF,, +mV, =0, (91)

onde F), é chamado tensor de intensidade do campo vetorial dada pela Eq. (90).
Derivando a equacgao temos:

0" (0" Fy, +m?V,) = 00" F, +m*0"V, = 0.
Tendo em conta que as derivadas comutam e que o tensor intensidade é antissimétrico:
%
0" F,, =0,
entao:

0"V, =0.

Note-se que obtemos a condi¢ao de Lorentz de maneira natural com m # 0. A
condicao de Lorentz permite reduzir o nimero de graus de liberdade do sistema, mas
se o sistema tem simetria de Lorentz nao quer dizer que seja invariante de gauge
local. A equacao de Proca se obtém do Lagrangiano:
1 V Vv 1 2 n

,Cpmca = _Zlf'mjf + E’ITL VMV . (92)
Para obter o Lagrangiano para um campo vetorial complexo, um caso geral de campo
vetorial, usamos dois campos reais com mesmo valor de massa,

Lpe = —SFVO FVOm 1m2v;1>v<1>“ Lo pvie L syepen (g3

4= 2 4 m 2 H
Definimos:
AR A%
1) _ (2
o Vi =iV
V= 7 . (95)
Somando e ,
V2
v = =3 (Vu+ V] (96)

Subtraindo com (|95)):
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(1)
Calculamos ]:XV , usando 1%)

[

FUY =0, v o, vV = X219V, - 9,V + 9.V -9, Vi].

v H
Defina-se:
—F,uzz = a,uvu - auv,ua (98)
e7
]:,Zu = aﬂ‘/zj - aVVJ7 (99)
substituindo temos: Y
1) 2
Calculamos, usando a equacao ((100)):
W Ly, 1 v y v
FrFVE e = 5 [FuwF" + 2F ), F* + Fl,F]. (101)
Calculamos F, /‘f,/( 2), usando @ e, seguindo um procedimento analogo ao anterior,
temos: 1
V@ V@ v v v
Fo FOOM= —5 []:W]-'“ — 2]—"&1,]:“ +.7-"L,f“‘ } : (102)
Da equacao ,
1
vy e = 3 [V.VE+2viVE 4 VIVIE] (103)
Analogamente:
1
VEAVEr = —C [V,vr —2vive+ vivi, (104)
Substituindo (101)), (102), (103)) e (104) em (93):
1 T Tuy AVARVAL
Lpc = —5.7"“1,]: +m V#V . (105)

A equagao ([105]) é o Lagrangiano para um campo vetorial complexo com massa.
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3.3 STUECKELBERG

Este formalismo descreve o comportamento para um campo vetorial com massa
(RUEGG, 2004; STUECKELBERG, 2009). E diferente do formalismo de Proca em

que o campo vetorial obedece a equagao de movimento:
(0,0 +m*) A” =0, (106)
cuja densidade Lagrangiana é:
L=—-0,Al0" A" + m* Al A", (107)

A desvantagem da Lagrangiana de Stueckelberg é tal que a condi¢ao de Lorentz
nao se obtém da equacao de movimento. Esta caracteristica tem consequéncias
terriveis na positividade do hamiltoniano. Esse problema é corrigido com a in-
trodugao de um campo B que permite manter a massa do campo de gauge. Além
disso, o campo B permite reobter a condicao de Lorentz de forma natural.

Hg = —0,AT0" A" — m2 Al AF. (108)

Mais informagoes a esse respeito podem ser encontradas na Ref (RUEGG; RUIZ-
ALTABA, 2004).

Reescrevemos o Lagrangiano de Stueckelberg , introduzindo um campo es-
calar B de massa m:

Lstue = —0, A" A" + m* Al A* + 9,B19"B — m*B'B. (109)

Assim temos as regras de transformacao dos campos de gauge e Stueckelberg:

Au@) = Ay(a) = A0) + 0,e(0), (110)

B(z) — B'(z) = B(z) + me(x). (111)

O campo de Stueckelberg transforma-se de maneira linear com respeito aos parametros
de transformacao, para manter a invariancia e a dependéncia do Lagrangiano com

1
respeito ao campo de gauge através da combinacao (gA“ — —3“B>. Além disso,
m
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temos que impor uma condicao para o parametro de transformacao, assim, o La-
grangiano descreve completamente a dinamica de um campo escalar massivo B, e a
dinamica de um campo de gauge com massa,

(0"9, +m?) e = 0. (112)

A invariancia se manifesta reescrevendo ({109)), na forma:

Lsiue = _1]:T FM 4 om? <9AL — iauBT) (gA“ - i(9“15’>
m m

2

— (90" Al, + mB") (90,A” + mB) (113)

onde F,, = 9,4, — 0,A,, os ultimos termos sao consistentes com o vinculo do

parametro de transformacao. Agora calculamos (gA’L — %(‘%B’ T) usando (|110) e
(111)), tendo em conta que €(x) é real

! 1 / 1
(QAL 0B T) = 94+ 0uc(w) = 05" = Oue(),

assim,

/ 1 / 1
(gAL ——0,B *) = gAl = —0,B", (114)

/ 1 / 1

O Lagrangiano Lgy,. fica invariante com respeito as condigdes ((110) e (111)). Calcu-
lamos g(‘?“A’L +mB':

g@“A’L +mB'T = gor (AL + gaue(:c)) +m (B" + me(z))

g0 A"l + mB" = gd" Al + mBT + 9"9,¢(x) + m?e(x).
Da equacao (|112]),
g A"\ + mB'" = go Al + mBT, (116)

e7
gt A’ +mB' = go" A, + mB, (117)

Assim os termos na segunda linha da Eq. (113]) para a densidade Lagrangiana
também sdo invariantes pelas transformagoes B — B’ e A, — A, onde a condigao
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de que o parametro de transformacao obedece a equacao de Klein-Gordon, ajuda a
manter essa invariancia como foi mostrado nas Egs. . As Eqgs. até
garantem que L gie = Lsiue, 0 tensor intensidade F* também é invariante,
ela ndo muda, posto que a sua dependéncia sé esta definida apenas pelas derivadas
do campo de gauge.

As equagoes de Euler-Lagrange para o campo de gauge e o campo de Stueckel-
berg, sao do tipo Proca e Klein-Gordon respectivamente. A condi¢ao usada para
o parametro de transformacao nao aparece na hora de obter as equagoes de mo-
vimento, posto que ela s6 aparece para mostrar a invariancia do Lagrangiano. As
transformacoes e sao mais gerais que as tranformacoes de gauge usuais
em Maxwell.
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4 STUECKELBERG A LA UTIYAMA PARA O CASO U(1)

Neste capitulo, vamos tentar obter o campo de Stueckelberg, seguindo o cami-
nho de Utiyama, que é basicamente usar os argumentos da sec¢ao (??). Além disso,
calculamos as correntes dos campos de intera¢ao como foi feito na se¢ao (). Uma
outra tentativa, é usando os multiplicadores de Lagrange, método que tem certas
contradicoes que se mostram no apéndice A.

4.1 IMPLEMENTACAO DE B

Vamos propor o Lagrangiano que elvolve ao campo A e B, com suas derivadas:
Ly = Loy[A,, 0,A,, B,0,B]. (118)

Calculamos a variacao é 0Ly = 0,

aLC, ILCs
IR054 4 Y20
94, t 5, A

Usando (10) ¢ (IT1):

0Ly 1 oLy
94, 30T B, 4,

a.coaB n 0Ly

0Lo = 0B 9(0,B)

5(9,A,,) + = 5 0(0.B).

850 m 8£0 m

e o5 4 50,5y

(9( 36)

Pela independéncia dos parametros € e suas derivadas, temos 3 equacoes hierarquicas:

850 m
B (119)
8£0 1 8E0 m
A5 " 00,5) g (120)
9k 0% _,, (121)

20, 4,) " D(0,A,)

Da equagao ({121]) temos que a dependéncia do Ly com respeito as derivadas do campo
A, estd feita pela combinacao:

Fuw = 0 A, — 0 A, (122)
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Assim (tendo em conta o dobro contagem da soma de quantidades antisimétricas e
a propriedade antisimétrica de F,,):

050 . 1 050 0]-"a@ aEO

8(9,A,)  20F.;0(0,A,)  OF,

Substituindo na equagao ([121)) e usando antisimetria do F,

0Ly 9Ly _ 9Ly 9Ly _ 9Ly 0Ly _
0(0,4,) " 0(0,4,)  0Fu  0Fm 0Fm O0Fm

Assim a equagao ([121]) é satisfeita.
A segunda equagao hierarquica ((120)), sugere uma combinagao do tipo:

G, =mA, - 90,B. (123)
Com isso, precisamos expressar £y em termos dessa nova quantidade G . Para isto,
calculamos:
0Ly  OLg | (‘9Ga+ 0Ly | _m8£0 +%|
9A, ~ 0G, " 0A, " 0A,'° oG, 94, '
e também:
0Ly 0Ly | 0G, 0Ly |
8(0,B)  0G, * 0(9,B) oG, "
Substituindo na equagao ((120)), temos:
94,9  0(0,B) g g¢0G, "™ oG, g a4, 7
entao:
0L,
94, lc=0

Temos que o Lagrangiano nao depende explicitamente do campo, assim a segunda
equacao hierarquica estd satisfeita. No caso da primeira equacao hierdarquica, como a
derivada parcial é nula, entao o Lagrangiano nao depende explicitamente do campo
B nem do campo A, posto que o campo A fica implicitamente no G,,.

0L,
5 =0 (124)
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A conclusao da Eq. (124]) é que £y nao pode ter termos massivos do tipo B? para
o campo de Stueckelberg. Ainda assim, esse campo € capaz de dar massa ao campo
eletromagnético através de G,. Isso ficard mais claro na segao 4.3 onde estudamos o
exemplo da Lagrangiana £y = F2 4+ G2. Finalmente temos que o Lagrangiano:

Lo = Lo[A, 0,4, B,0,B] = Lo[F.y, G,]. (125)

4.2 CAMPOS EM INTERACAO

Para calcular as correntes como no caso da secao 2.3, vamos supor que o Lagran-
giano total, tem a dependéncia:

ET - ET[QbAa au¢Aa Am 8,,14#, B, auB] - £M+z‘nt[(/§A= Vu(bA] + LO[]:uw Gu]a (126)

A _ A ayfA B
onde V,¢0"(z) = 0,0"(z) — gA;l{;p¢" (z) , posto que o campo de Stueckelberg
aparece apenas para dar massa ao campo de gauge, nao interage com o campo de
matéria, assim a definicao de derivada covariante é mesma, assim a variacao deve
anular-se,

0Ly Ly Lt . 2
=_——0A,+——0(0,A —

0L aAﬂ(S ut a@Aﬂ)(S(au u) + 8¢A5¢

0Ly A OLr 0Ly B

Usando [d, 0] = 0 e fazendo algumas integragoes por partes:
8£T aﬁT aET aET A
— | ==L _=T V| 5A =T _IET
ser= |52 =0 (s )| 40+ (55 - (am )|

0Ly 0Ly oLy . OLr 0Ly
=T _ g (25T )| 5B e _OET 54, + 25T sl
*[M9 @(m@m>k'*m{a@wf¢+a@ﬁgé”+amm5}

Usando as defini¢oes

5£T o 8[,T aACT

Mfmﬂ@@mﬁ 2D
5£T 8£T 8ET

== — 12
5¢A 8¢A aﬂ (a<8H¢A>> ( 8)



5Ly OLp ( oLy >
B)

5B — 0B "\ 0(8,B)
temos:
0Ly 0L Ay OLr 0L A 0L
MT*M#M“ 5¢A6¢ BéB+8ﬂ{ ( ¢A)6¢ + (aA)éA

No primeiro termo da equagao (130]), substituimos a eq. (110)),

0L 1(5£T _1 0L 1 0L
oA, = g5a, e = o (W) il (m) ‘

Da equagao (([126]) segue:
Ly OLareim

0(0u0")  0(V,u6*)’

8L'T . aﬁo o aEO
2(9,A,)  0(0,A,)  OF.'

e também

oLy ALy
8(0,B) 0G,’

Substituindo as equagoes (131H7134) na equagao ((130)):

SLr . 5L\ 0L
6Ly = 5500 ——8<M> ~oB

+ 0, {—MM“’” 5ot + 5054, 4 (‘MT) - %53}.

a(V .6 A

Fazendo as definigoes:

D= 5£T5¢A 1 (M_T) (M_T5B

0F

A 0A,) " OB
OLrsine 5,1, Lo 1 (6Lr\ 0L
= TMrint 5 5A, — B
u ( 1 ¢A ) ¢ ‘FMV + ( 5A ) 8GH ’

temos,

D + dU" = 0.
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(129)

LT)(sB} |

9(0,B
(130)

(131)

(132)

(133)

(134)

(135)

(136)

(137)

(138)
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Tendo em conta que as condigoes na fronteira sao as mesmas ao caso geral do for-
malismo de Utiyama, deve-se ter para qualquer que seja o volume (2,

D=0 (139)
aU" = 0. (140)
Das equacdes (136)) e (137),
_Z - = 14
5¢A5¢ 66’ ((5A)+5B53 0 (141)
8£M+mt A 3£0 1 5£T 8£0 m

0y =90 0A, + - — ) ———¢c; =0. 142
Z {a(vyw) Ot aE, M\, 8G“ P (142)

Da equagao (142)), com as leis de transformacao (11), (110 e (111]), temos:

OLrrsimt a.p  OLo (1 1 (6Lr\ OLom
=Mt r - L ([ okT Gom | _
% {3(VM¢A)E 59" oEm, g% ) Ty \sa, ) " aa, g =

Fazendo a derivada parcial,

0, | Gt rgo? + Lk - T (2]

(V0™ g oA, G
1 8[,0 1 5£T 8£M+mt A B m 8[,0
el 0. (57e) + (M )+ (Fesshine”) - o
0Ly
+ a 8, Eaf,w 0. (143)

O dltimo termo é nulo, conforme ja mostramos antes no texto. Os parametros e suas
derivadas sao independentes, assim, da equacao ((143)), temos duas equagoes:

g, [Doavsa gy L08r 1 (O8], (144)

(V04 P goA, oG,
e7
1 8£0> 1 <5£T> <8£M+mt 74 B> m 0Ly
Lo, S (i I (AT ) 145
g (5’.7:1/# g \0A, A(V,.04) T50 g 0G, (145)
Da equacao e (126),

5Ly OLy ( OLy )

o4, = oa, " \37,
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Substituindo na equacao ([145),

i (f) (0 (02)) S 20

OF 0A, 0F,, IV ,.04) g 0G,
ou seja,
10Ly n OL N vint TA4E m 0Ly
g0A, OV, " g G,
Definindo: or
w= =T 14
temos: or or
J“:— M—+int A B IIl 0). 147
o (oo’ - S oe 0
Substituindo na equacao ({144]),
16Lr
g =
a“{ o/ T yea, } ’
0Lt
— 14
o =a, (). "

Se a densidade Lagrangiana total Lr satisfaz e equacao de Euler-Lagrange para o
potencial de gauge A, i.e.

0L
=T _y
0A, ’
obtemos:
oJ" =0, (149)

com equagoes de coservagao dadas pela Eq. (149) e corrententes ((147)).
Agora calculamos as correntes, o tensor F, G usando os os geradores das trans-
formagoes para o caso U(1). Temos (vide a Se¢ao 2.4):

I(A,)B - Z(Sglv

e a constante de estrutura é nula,

[Co—
o = 0.
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Lembramos que o campo A transforma-se como:

0A, = é@ue.
Especificamos a derivada covariante V,¢*(z) = 8,¢" (v)— gALl é) 597 (), neste caso:
Vit = 0,0t —igs" Ay V™ = 0,0 +ige A, (150)
Lembrando também que:
Fu = 0,A, —0,A, (151)
G, =mA, —0,B, (152)

especificamos ((147]),

. 8,CT A 0£T A mi 8,60 >
JH=—i — — —" +—— ).
g (a(quA)sp AV o4 )90 g 0G,

(153)

O campo B nao aparece explicitamente na derivada covariante, posto que o campo
de matéria s6 interage com o campo A,,, além disso, o campo de Stueckelberg s6 apa-
rece para dar massa ao campo de gauge. A contribui¢ao do campo de Stueckelberg
esta presente na quantidade G, (salvando o termo de massa do campo de gauge no

Lagrangiano). Além disso temos correntes de conservacao que obedecem as equagoes
de continuidade ((149).

4.3 CASO PARTICULAR £, < F% + G?

Agora vamos estudar um caso particular para o Lagrangiano, fazendo um analise
das equacoes de movimento e as correntes dos campos. Observe £, escrita em termos
dos potenciais de gauge e de Stueckelberg nao contém o termo (g0, A¥ + mB), porque
os parametros de transformacao nao obedecem a equacao de Klein-Gordon, assim:

1 1
Lp= _Z]:‘“']:W + §GuG#a
onde F,, e G, obedecem as Eqgs. (151)) e (152). Obtemos as equagoes de movimento:

OLp  OLpIG
0A, ~ 9G, 0A
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OLp  OLp OFag
D(0,A,) ~ 0Fas0(0,A,)

Assim, temos para o campo de gauge:

oLy oLe \ ., e
94, a“(a@uAu))‘mG ToFE=0,

= —F",

ou seja:

8,F"" +mG* = 0. (154)

Obtemos, assim, a equacao de movimento para o campo de gauge, onde a quantidade
m € interpretada como a massa do campo. A Eq. é parecida com a equagao de
Proca 1) sO que temos um termo a mais no campo Gu’ em funcao dos potenciais
de gauge e de Stueckelberg temos:

0, (OVA* — O A”) +m (mA* — 0*B) =0,
ou seja,
0,0" A" + m2 A = 9" (0,A” +mB),
podemos anular o termo do lado direito, fazendo:

8,A" = —mB, (155)

para assim obter a equagao de Stueckelberg para o campo de gauge massivo (Eq.
(106))). Agora, calculamos a equagdo de movimento para o campo B em fungao do
campo G

OLp

o5
e?
O0Lp _ oLp 0G, _ o
J(0,B) 0G,0(0,B)
Substituimos:

oLp 9, ( oLp

= — v
B 8@3)) 0+ 8,G* =0,
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assim obtemos que:

9,G" = 0. (156)

Temos que o campo G, satisfaz a condicao de Lorentz, podemos escrever a Eq. (156)
em funcao dos campos A, e B, assim:

0" (0,B —mA,) =0"0,B —md"A, =0,
usamos a condi¢ao para os campos, dada pela equagao ((155)),

"9, B +m*B = 0. (157)

Vemos na Eq. (4.40) que o campo de Stueckelberg obedece uma equagao do tipo
Klein-Gordon. Isso acontece apenas sob a condigao (4.38) para os campos de gauge e
de Stueckelberg. A forma dessa condicao de gauge é semelhante ao ultimo termo no
Lagrangiano (3.23) da abordagem tradicional a Stueckelberg. Em nosso caso, esse
termo ¢é nulo e a razao para isso remonta ao fato de que nao impomos uma equagao
de Klein-Gordon para os parametros de transformacao.

Usamos a Eq. para obter as correntes:

. 8£T A aET Al ms 8£p >
JH = —qi . — —p* iy
I (mvwﬁ AV ) g 0G,

[ 0Ly OLr
JH = —qgi ( - — y
(VD) T OV

e usando a definicao do campo G:

)gp*f“’) + mGH, (158)

w_ 0L A 0L *A/> u A

JH = —gi (—8(VN30A)¢ —8(Vﬂg0*f4')gp +m (mA* — 0"B). (159)
O tltimo termo que aparece na Eq. ¢é parecida com o segundo termo do

Lagrangiano . A corrente depende explicitamente dos campos de gauge A,

e do campo de Stueckelberg B, termos que nao estao presentes na teoria geral de

Utiyama, como nos vimos. O campo de gauge obedece a equacao do tipo Proca, e o

campo de Stueckelberg obedece uma equacao do tipo ondulatoria.
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5 STUECKELBERG A LA UTIYAMA PARA O CASO SU(2)

Nesta secao vamos fazer o estudo da aplicacao do formalismo de Utiyama para
o grupo SU(2). Para isto, vamos comecar a andlise de Stueckelberg para o caso
nao abeliano de transformagoes finitas (GRACIA-BONDIA, 2008), tentando assim
obter a regra de transformagao infinitesimal do campo de Yang-Mills e a regra para
o campo de Stueckelberg.

5.1 CAMPOS DE YANG-MILLS E DE STUECKELBERG
5.1.1 O estudo das leis de transformacoes na versao finita
Seja os campos de matéria ¥4 (x), onde A = 1,2,3,..., N, que satisfazem a trans-
formacao do tipo:
T (z) — UPA(z).

i

50408 geradores do

iea ~ ~ ~
Onde U(xz) = e2° 7+, €* sdo os parametros de transformacao e

grupo SU(2), com:
(01
1=\1 0

(10
O3 = 0 —1 .

Essas sao as famosas matrizes de Pauli. Neste caso, o campo de gauge se transforma
da seguinte forma:

A, = U AU — éU‘@MU, (160)

onde:
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Oa
A, = ?AZ (161)
A equacao [160, mostra a transformacao finita para os campos [I61] Para obter
a forma da transformacao infinitesimal fazemos uma expansao da matriz de trans-

formagao U(x), tendo em conta que os termos de ordem 2 ou maior, tendem a zero:

Ulx) =1+ %e“aa + 6%(boy) = I + %e“aa. (162)

Assim, os campos de matéria transforma-se como:
7
oA (z) — 0 (z) + §E“JCLWA(x),

ou,

VA () = A (x) 4+ 60 () = A (2) + %E“UGWA(Q:),

assim os campos de matéria obedecem a regra de transformagao:
1
oA (2) = 5eaaaw(z). (163)
Substituindo as equacoes e na equagao [160],
7

Oq a Op Z a Z a 1 a_c 1 a a
714“ — EA2+1_1AZE abaa—ze U“UbAZ_gAZE € acabaa—i—gaue aa—@ebabaue Og-

Os termos de segunda ordem sao despreziveis para o caso infinitesimal, assim temos:

Oa 4a Ob b b a|0b Oa 1 a
?Au — EAM + ZAME [5, ?} + %Uaaué .
Lembrando que:
Op Og . O¢c
53] =i 1o

onde €f, ¢ conhecida na literatura como tensor antissimétrico de Levi-Civita, assim

Oq

1
5 {AZ — Al — AZeCé?gc + 58#6“] :

1.e.
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1
a a c.a Ab a
A# — Au + € 5ch# + —g@ue .

Lembrando que o parametro de transformacao nao precisa obedecer a equacao de
Klein-Gordon, assim podemos escrever de forma:

/ 1
a __ Aa a _ Aa c_.a Ab a
A, —AM+5AM—AN+6861,AM+§5’#€,

assim reconhecemos, a transformacao infinitesimal para as componentes do campo
vetorial de gauge Aj,

1
SAL = eel AL + gauea. (165)

Para manter a invariancia de gauge local para o caso nao abeliano-finito, é preciso
introduzir um conjunto de campos w,,, os quais transformam-se como segue (KUNI-
MASA; 1967) e (GRACIA-BONDIA, 2008):

w, = U w,U—1iU"0,U, (166)
onde:
Ta
W = 5 W (167)

Introduzimos os campos w, em vez e um campo escalar B como no caso abeliano,
posto que a inclusao deste campo B apresenta dificuldades para encontrar uma lei
de transformacao infinitesimal que resultasse em um quadro coerente para Stueckel-
berg a la Utiyama no caso nao abeliano. Além disso, nao conseguimos mostrar que
esse novo campo vetorial é proporcional ao gradiente do campo B no nivel de trans-
formagoes infinitesimais, embora a referéncia (GRACIA-BONDIA, 2008) mostre que
isso é possivel em nivel de transformagoes finitas. Por isso, seguindo as referéncias
(KUNIMASA, 1967) e (GRACIA-BONDIA, 2008) o campo w,, transforma-se como
se mostra na Eq. , o conjunto de campos w, mantem a invariancia de gauge
local para campos vetoriais com massa, posto que os termos de massa estao contidas
na forma:

1
m?*Tr (A, A") = —m?A% A",
9 it
A invariancia se manifesta introduzindo-se os campos na forma: G, = A, — éwu. A
razao para isso ficara clara quando implementarmos, nas proximas paginas, o roteiro

dedutivo de Utiyama. Por ora, veja-se:
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. 1 .
m2Tr (AM - ﬁ) = m?Tr (U‘AMU ~lUmoU - SUw, U + 3U‘6MU>
g g g g
2 — 1 2 1 _ 2 1
m~Tr |U A“—gwu Ul =m~Tr Au_gwu U U|=mTr AH_EWM .

(168)
Para ter a forma da transformacao infinitesimal do campo w,, usamos a expansao
da matriz de transformagao. Substituindo na equagao (166]), temos:

%wz — <I - %e“aa> <%wz> (I + %e“aa> —1 (I — %6“%) oy (I + %6“%) ,

i.e.
7@0/‘1 — 5 W + ZWMGG%% — Z—le‘lwuaaab + gecwﬂeaacabaa + ?8#6“ G 00, (€*) 0.

Tendo em conta que os termos de segunda ordem dos parametros de trans-
formacao sdo despreziveis, e usando a equagao [[64] temos:

o o
a a b _c.a a a
5 Wh T 5 W 2wue€bc+28“e,

ou seja,
a a c.a b a
wyy, = wy + g, + O,

ou,

'a _ a__ ,.a c.a, b a
W, = wp + 0w = wy + €egw, + 0,6

Assim, obtemos a regra de transformacao infinitesimal para o campo w,:

Swih = echwh + 0. (169)

Possivelmente ha uma condicao de Lorentz para o caso do grupo de transformacoes
SU(2), mas isso deve ser verificado para um caso particular do Lagrangiano, assim
como vimos na sec¢ao 4.3.
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5.1.2 Estudo do caso nao abeliano com o formalismo de Utiyama

Agora vamos analizar o caso nao abeliano (GAUME; MOZO, 2012), usando o
formalismo de Utiyama. Seja o Lagrangiano Ly 4 que depende do tensor intensidade
de campo de gauge ]:Ij‘y, do campo de gauge A}, e do campo de Stuckelberg wi,
posto que nossa experiéncia com o setor da teoria envolvendo o potencial de gauge
A7, sabemos que a dependéncia da Lagrangiana nas suas derivadas s6 pode acontecer

através do tensor intensidade do campo F7, -vide o Capitulo 2. Por isso jd partimos de
uma Lagrangiana com a dependéncia funcional £y 4 []:W, Al w ] Observe também
que admitimos um campo de Stueckelberg nao dinamico: nao existe dependéncia
de Ly nas derivadas de wy. Essa ¢ uma hipotese de simplicidade, que poderia
ser relaxada em trabalhos futuros. Aqui queremos evitar as sutilezas de um campo
auxiliar wj;, que foi introduzido apenas para dar massa a Af, e que também tenha

sua proprla dinamica. Assim, a variagao do Lagrangiano deve ser zero:

8»CNA 8»CNA aENA
1) = ——4HF° §A® ow® = 0.
Ena= R TR T

Usando as regras de transformacao dos campos e 59 temos:

a‘CNA el b aENA c a c aﬁNA a\ __
o7, e Fu + oA ( o+ 86) B (eecbw + 0,€") =0,

I

ou,

OLxa_, 7o , OLna DL s 10Lxa  OLxa
a £ Ac a - —0.
(afa Pt g s o “) O (g 9As " dun ) 0

m

Obtemos, assim, 2 equagoes hierarquicas, posto que os parametros de transformacao
e suas derivadas sao independentes:

a‘CNA go b 8‘CNA % AC a‘CNA a, b __

o7 e T+ 1 4 AC + g S = 0 (170)
10Lna  OLna
- =0. 171
g 0AY ows (171)

A segunda equagcao hierarquica sugere uma combinacao do tipo:
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1
Gl = Al — —wy.
g
Esta é a dedugao que o método de Utiyama oferece para o objeto usado anteriormente

na Eq. (163).

Assim passamos o estudo do Lagrangiano Ly []-"ij, AL, OJZ] — L [.7:3”, GZ] )
Calculamos:

OLna 0Ly, 0GY 0Ly, OFls
OAs — OGY 9As - OFL, 9AL

OLna 0L, AL (O
0Aw ~acy oAs  ToF,

[£3cAGOL05 + fa.AG0a0h — faAR0L0N — fa.AG0,0%]

OLna _ OLya aﬁNA A aENA b qd _ PENA b pd 9Lya b oAd| = 9Lya
oAz oG- OFL, " af;; 8]—“b e 9FL, oG -

Agora fazemos:

v wl/

OLna 0Ly, OGE 0Ly, O [b 1 b}_ 19Ly, 0 10L,
g

owr — OGh dws  OGh dwe [V g g aGb dwt g aGa
Substituindo na equacao 171},

10Lya  OLna  10L%, 10Ly,
g 0As  Qws g 9GL g 0GY
Assim, fica satisfeita a segunda equagao hierdrquica. Agora vamos estudar a regra
de transformagao para o novo objeto G, usando as equagoes ([165) e (169)), entao:

a a 1 a C 1 Cc_.a a
5GM:6(AM—§wM) —eschb—l— 86 —;(eecbwzjtﬁue),

ou seja,

a C_.a 1
5Gu = €€ (AZ - 5(.02)

G = e G
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Isso que mostra que os campos G, se transformam co-gradientemente, de uma ma-
neira analoga ao que acontece com o tensor J bﬁ Calculamos a variacao do Lagran-
giano:

oL 8£ oL 8£
) — NA5 a NA5 a _ “~NA c a Tb NA c_a b —
Liva = g 0T+ e 06 = Gt e & s e G =0

O Lagrangiano passa de L, — Ly, assim, obtemos, finalmente:

b _
8]—"@ 8G G =0

Esta equacao tem a mesma forma das equacoes 1) e 1) onde a quantidade GZ
contém implicitamente o termo de massa do campo vetorial, e o tensor intensidade
leva a parte dinamica do campo de gauge, satisfazendo a variacao do Lagrangiano.

5.2 CORRENTES DE CONSERVACAO STUECKELBERG-UTIYAMA

Agora vamos fazer o estudo da corrente de conservacao para o caso do grupo de
transformagoes SU(2). Para isto, seja o Lagrangiano total do sistema, que envolve
os campos de matéria ¥4(xr), os campos de gauge AZ e campo de Stuckelberg WZ'
Assim, Lrota — Lrotal [@A(x),(%WA(QL’),AZ,&,AZ,wm. Como vimos, o campo de
Stueckelberg aparece para dar massa ao campo de gauge, mas nao interage com o
campo de materia Fazemos a variacao do Lagrangiano:

- aENA A aLTotal A aETOml a
Y — A o + a(auw)é(auzp )+ DA: SAY
8£Total aETotal
——0 (0, A%) + 5 0

+a (aVAZ) ( M) 80‘]#

usando a regra da derivada do produto,

0AS

i

aCTotal a‘CTotal A
=0 (g )|

8*CTotal . a aETotal
OAa "\ 0 (0,4
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aL:Toml aEToml A aL:Totatl
w4+ 0, | =~V —0AY | =0.
T s Ot (a(a,,w) "0 (0,49) “)

I

Usando as defini¢oes de derivada funcional, temos:

5£Total
oA(x)

5£Total 5Aa+a£Total aETotal 5@,4(%') + a»CTotal) 5AZ) _ O

A —
ov (ZL')"‘ 6AZ i awM ow ‘|‘8 (a(aywA(x)) 8(811142,

e usamos as equagoes ([163)), (165]) e (169):

5£Total i A 5£Total b 1 5£Total aL:Total b 8/:'Toml
" a aw el A 0. € €Cel O €2
oA \2°% ) T oA Ty oA O T T AT e On

a‘CTotal l a A a‘CTOMI c_.a Ab 1 a _
o (8@%) (300) + sy (csath o) ) =0

Lembrando as relagoes:

a'CTotal a*cmt

00,94 0(V,¥A)
a/:'Toml _ a['NA
0 (Q,AZ) 8}"“ ’
OLrotar  OLna  10LNa

Owa N Owa N g@Ga’

e isolando os termos que contém os parametros e suas derivadas, temos:

0Lrotar A 5£Total b 10Lrota 10LnNa 109LNa
_ a w C a A a C a a
SWA <2“’“ ) AV T5As ) TgTaga f e w0 g 0Ga

OLiw i, 4 OLwa »  10Lya 10Lna o | 10Lrota
Zeta W et A a € | =0.
0 (a(vyw)z6 ot oE, g 0Fs, % = o € Ty sAC 0

Conforme o tratamento desenvolvido no Capitulo 2, temos dois termos que se anulam
independentemente. De fato, temos um termo volumétrico:
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0Lrotar 1 0 LT ota 16L7ota
Lrotal <16a0'awA) n CTtlecggbAz_au (_ /:Ttl)ed

owA \ 2 dAL g 0AY
1 aENA b 1 aﬁNA
et = “=0 172
g aGa € gcbw,u 8# <g aGZ € ’ ( )

e um termo superficial:

8£int 1 A aﬁNA b
_ Tt _.a w C (IA
o (s (30") + o7, )
1 aENA a 1 aENA a 1 5£Total @) =
—l—@( a}_aae 98G§€+g 5 A >—0.

Da equagao (173]), temos:

1 6L 7ot 10LNaA OLips & 4 OLNA 4 4
c - _ —Z=Na " s W , aA,
¢ [8” (g S AC ) % (g Flez >+8” (a(vmmac >+a ((’W“

(173)

0Ly A OLNA b1 OLNa  10Lrota 10LNna
C oo w (l A _ -
Oue {a v, lI/A) T aFs e T gaGe g ey g OFC,
+%8—8 81,6 2 afa 8 6#6 =0

Lembrando de novo que pela antisimetria do tensor intensidade, o ultimo termo é
nulo, assim, temos:

<o, [1 OLrow _10Lna | OLuwe i o4 OLya, Ab]

g 0As g aGs T avuh)a’ T gt

OLow i@ 4 OLwa . 5 10Lxa 16Lrom 10Lxa
o| Okin 1 co qv L E E |
Oue {a(vywm% T oF S T g TaGs Ty oAy g OFC,

Pela independéncia dos parametros de transformacao e suas derivadas, temos 2
equacoes:

5 {1 0Lrota  10Lna OLint @ 4  OLNa ca Ab} B

g oar g acs a2’ T ar,

(174)



OLiw 1y OLxa o gp _ 10Lna  10L1ot
o(V,wA)2°° OFz, M g 8Gy g OAg

Definindo:

v o a‘CTotal
J. = DAc
Assim temos:
JV = - @A — g—————0o Y.
© = oGs  Yor, T Ig(v, w2’

Substituindo na equacao ((174)):

1é“CTotal 1
a, |- —=J"| =0,
{g 0AS g }

ou seja,

v 5£Total
8, J: _ay{ 5 ]

=0.
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(175)

(176)

A equacao mostra que se os campos de gauge satisfazem a equacao de Euler-
Lagrange, para o Lagrangiano total do sistema, obtemos correntes de conservagao
0,JY = 0, onde a corrente tem uma contribui¢ao a mais, em comparagao com o resul-
tado do formalismo de Utiyama. Esse termo a mais envolve os temos de massa dos
campos de Yang-Mills e os campos de Stuckelberg para o caso , mas tudo preservando

a invariancia de gauge.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, fizemos um estudo detalhado da teoria de Utiyama, para os casos
abeliano e nao abeliano. Vimos como o principio de gauge relacionado a proprieda-
des de simetria de um sistema fisico esta associada ao aparecimento de um campo
mediador de interacao A,, esse campo mediador, foi primeiro identificado no ele-
tromagnetismo como consequéncia imediata das simetrias admitidas pelos campos
elétrico e magnético. O que surpreende é o fato de outras interagoes fundamentais
partilharem essa mesma propriedade; o trabalho de Utiyama mostra isso de forma
sistemdtica e numa construcao a partir de primeiros principios.

Os campos de gauge, como a teoria de Utiyama mostra, sao campos de natureza
vetorial que nao tem massa, para assim manter a invariancia de gauge local; o tensor
intensidade satisfaz a equacao , e as derivadas ordindrias passam a forma V, =
O + A,. A imposicao de simetria local forca a introdugao de A, e determina como
esses campos vetoriais interagem entre si e com os campos de matéria. Na teoria de
Utiyama, A, nao é um campo massivo.

O formalismo de Proca mostra a dinamica dos campos vetoriais massivos. A
condi¢ao de Lorentz é obtida de forma natural, mas o Lagrangiano de Proca nao é
invariante de gauge local. O formalismo de Stueckelberg, além de permitir a dinamica
dos campos de gauge vetoriais, mostra a invariancia local. No tratamento tradicional
de Stueckelberg para construir um potencial eletromagnético massivo, usa-se um
campo escalar B e impondo uma condicao de que os parametros de transformacao
obedecem a equagao de Klein-Gordon (RUEGG; RUIZ-ALTABA, 2004).

Em nosso trabalho, fizemos a analise de tratar os potenciais vetoriais de gauge do
caso abeliano como campos massivos, incluindo para isso um campo escalar B mas-
sivo em acordo com a proposta de Stueckelberg. O procedimento de Utiyama mostrou
de maneira dedutiva que ¢ necessério definirmos uma quantidade G, = mA, — 9,5,
através da qual o termo de massa para o campo de gauge é introduzido no Lagran-
giano. Obtivemos as correntes de conservacao para a Lagrangiana total do sistema e
mostramos que ela contém um termo dependente do campo de Stueckelberg através
de G,. Em nosso tratamento do campo de Stueckelberg a maneira de Utiyama
obtivemos uma condicao de fixacao de gauge de Lorentz para o campo G, no caso
abeliano para um Lagrangiano do tipo F2+G?. Nesta abordagem, o campo de gauge
obedece a equacao do tipo Proca.

Em nossa abordagem para o grupo U(1) nao foi preciso incluir uma condigao de
vinculo para o parametro de transformagao para gerar massa para o campo de gauge

A,; isso difere do que foi feito na Ref. (RUEGG; RUIZ-ALTABA, 2004), em que €
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satisfaz uma equacao do tipo Klein-Gordon. Estudamos uma maneira de conciliar
essa diferenca de abordagem no Apéndice A.

Também fizemos a andlise de tratar os potenciais de gauge para o caso nao abe-
liano como se fosem campos massivos. Neste caso, incluindo um campo vetorial nao
dinamico w,,, conseguimos um termo de massa do campo A,. Obtivemos a regra de
transformagao infinitesimal para o campo w,e as correntes de consevacgao. A princi-
pal diferenca o nosso resultado e aqueles obtidos nas Ref. (RUEGG; RUIZ-ALTABA,
2004) e (GRACIA-BONDIA, 2008) ¢ o fato de nao temos uma relagao direta entre
o campo w,, (caso nao abeliano) e o campo B (caso abeliano).

Na abordagem do Capitulo 4, nao foi essencial introduzir um vinculo sobre os
parametros de transformagao, com o objetivo de gerar massa para o campo de gauge
A,. Neste abordagem, o campo de gauge obedece a equacao do tipo Proca. Vimos
também, que a corrente de conservacao, tem uma dependéncia direta com o campo
G,

A ideia de introduzir o campo w, nao dinamico surgiu da Ref. (RUEGG; RUIZ-
ALTABA, 2004; GRACIA-BONDIA, 2008). Partimos de uma transformagao finita
para um campo vetorial, e obtivemos a regra de transformacao infinitesimal para
wy. Entao, usamos o roteiro de Utiyama, que nos levou a definir uma quantidade
G = Aj — ﬁwg parecida ao caso abeliano, que mantém a invariancia de gauge ao
mesmo tempo que concede massa ao potencial de gauge.

Algumas perspectivas futuras para continuacao do trabalho incluem a analise
do caso particular £ oc F? + G? para a Lagrangiana do campo de gauge no caso
SU(2). Também pretendemos fazer a andlise o andlise da dinamica de wf, posto que
no Capitulo 5, tratamos ao campo wj; como um campo nao dinamico (as derivadas
parciais de wy, Nao estavam presentes no Lagrangiano). Queremos, ainda, checar as
condigoes de fixagao de gauge (Feynmann, Gupta-Bleuer, t'Hooft) (RUEGG, 2004;
GRACTA-BONDIA, 2008). pretendemos fazer o estudo da teoria do ponto de vista
quantico, onde aparecem as questoes da Simetria BRST, fantasmas, etc. Uma outra
avenida de pesquisa é fazer uma andlise comparativa detalhada entre os mecanismos
de geracao de massa de Stueckelberg e Higgs. Uma outra perspectiva a futuro é fazer
o estudo do caso gravitacional como teoria de gauge massiva Stueckelberg-Utiyama
e suas possiveis aplicagoes.
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APENDICE A - Stueckelberg-Utiyama com vinculo

Uma tentativa para obter uma extensao do formalismo de Utiyama com o campo
B do caso U(1) sob as condigoes da secao é fazendo uso dos multiplicadores de
Lagrange, a qual ¢ uma ferramenta matematica muito usada na Mecanica Classica;
Para isso, vejamos o seguinte Lagrangiano que contém o campo de gauge A e um
campo escalar B (com as derivadas da primeira ordem):

Lo= Lo (A 0A,B,0B,\e,0%) = L (A, 0A,B,0B) — X\ (0> + m*) e,  (177)

onde A é um multiplicador de Lagrange e o parametro € obedece a equacao de Klein-
Gordon:
(9,0" + m?) e = 0. (178)

A Eq. (178) é o vinculo sob os parametros de transformagoes adotado pelas Ref.
(STUECKELBERG, 1938; GRACIA-BONDIA, 2008).

Os campos transformam-se como:

0A, = A, — A, = Eé?ue (179)
0B=B"—B=_Ce (180)
A variacao do Lagrangiano é:
0Lq 0Lq 0Lq 0Lq 5
= —0A,+ ——— A ——B B) — H .
Lo =G4, ot 5a,a,)0 ) + 55 0B+ 5 0 OuB) = A (90" +m) €

Usando as egs. ((179) e ((180)),

(0Le1 Lo 1

ILg 0Lg o 2
+(aB C’)e—k[a(auB)C} Oue + [=M] 0,0,€ + (—Am?) e.

Sobre a exigéncia de:

0Ly =0,
assim como na se¢ao (), temos equagoes hierdrquicas:
oL
=S¢ — dm? = 0 (termos com e) (181)

0B
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0L 1 0Lq
oA, p + 5 (3#3)0 =0 (termos com 0,€) (182)
oL 1 i
_ v — ) 1
T g AN 0 (termos com 0,,0,€) (183)
Da equagao hierdrquica ((183)),
0L

LG\ = Lo = A9, A, = A (97 A).

Entao, essa equacao indica que a dependéncia de L5 com respeito a A acontece pelo
termo

A= Agn" (0,A,) .
Também, dessa mesma equacao devido a simetria presente em 0,0,¢,

0L 1 1 0Lsg 1 1

1 1
1 Oke 1,1 Okc 1y w1y 184
20004 g 20,4y 2 M ’ (184)

os dois primeiros termos indicam que a dependéncia de Lg em (J,A4,) acontece

através de:
Fuw = 0,A, —0,A,. (185)

Entao, passamos de L para Ly, tal que:
Lo (A 0A,B,0B) — Ly (A, F,B,0B)+ A =Ly (A, F,B,0B) + Agn"” (0,A,) .
Vamos analisar a equagao hierdrquica (184)) para 9,0,¢,

0Le 1
=G g =0,
004 g

em termos dessas novas variaveis (F,,,0*A,), temos:

OLq 0L, O0F, 0 oL, oL,

= Aan®? aAU — _ A ;,LV’

TOA) ~ 0F, 0(OpA) T By MM Ol = G =, A

ou seja
0Lg 0Ly
=2 Agnt. 186
DO A)  “0F, (186)
Usando ((186)) na equacao ((184)):
8£G GEG 8£1 aACI
—Agnt’ —=Agnt’ = 2 Agnt’ 42 Agn“ = gnt = gnt* =0
8(0MAV) + a(aVAM) gn gn afw‘f' gn+ a]_—w‘f‘ gn gn gn
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Isso mostra que a equacao hierdrquica para d,0,€ é satisfeita em termos de F,, e A.
Logo, passamos a:

Lo=Lg(A0A, B,0B)+ A (Gua“e + m26) ,
i.e.

Lo =Ly (A, F, B,OB) + \gn™ (8,4,) + A (8,0"¢ + m’¢) .

O termo envolvendo 0" A, pode ser incorporado ao termo de vinculo. Isso termina
o estudo da equagao hierarquica . Agora vamos analisar a equacao hierarquica
. Esta equacao, pelo argumento de D’Alembert, que sugere que L5 depende de
A, e 0,B através da combinagao:

G, = ((%B — gCAM) , (187)
entao:
Ly (A F,B,0B) — Ly (A, F,B,G),

€,

Lc(A,0A, B,0B) = Ly (A, F, B,G) + A\gn (0,4,)

Vamos estudar como fica o lado esquerdo da equagao hierdrquica ((182)) em termos
da nova varidvel G;:

oLe 0 "

oA, oA (L (Ay, Fous B, G) + Agn'™ (0,A,)]
0L  OLy|  OL,0G, 0OLy| 0L, L, L,
oA, ~ 04, " ac, 04, ~ oA, T ac, (9% = a4 " Caq,

também temos:

aﬁg 8/32 GGP B 8[,2 0 (8pB — gCAp) . 6[,2 6[,2

pu— pu— pu— “ p—
9(0,B) _ 0G,0@,B) 0G, 0(9,B) 56, = 3G,
logo,
0Lc1  OLe ., [OL 0L, 11 Ly, OLy| 1 0L, 0L
9,9 90,8 ° " [814# ; gcﬁGJ 096, 94,|.9 “aa, Taa,”

ou seja,
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0Ll OLg ,, OLy| 1

—+ — 4 -,
0A,g " 0(0,B) 0Al.yg

que sera zero somente se:

9Ly _y,

0A,
Ou seja, obtemos a condi¢ao de que termos do tipo m?A,A*, nido podem aparecer
explicitamente na Lagrangiana, mas esses termos podem ser gerados através de G.

EQ (A,uafullv B, Gu) - £2 (f;wa B) Gu) 5
e passamos a:
Lo =Ly (A, F,B,dB)+Agn'™ (0,A,)—Am*e = Ly (Fo, B, G,)+Agn'™ (0,A4,)—Am’e.

Agora vamos estudar a ultima equagao hierarquica:

0Lq

—_— J— 2 f—
95 C—xm 0,
em que vale:
OLg 0Ly
OB~ 0B’
O argumento de D’Alembert aplicado a equagao:
—_— = —m
oB C 7

sugere que a dependéncia de L5 em B deve acontecer na forma:

A
EQ — EmQB
Logo,
A
£2 (-Fuu7 B; GM) = £3 (‘FMV’ GM) + EmQB
Assim:
m2
EG = £3 (F,uua GM) + g)\ (aVA,/ + C_gB> ,
escolhendo:

oo™
g

) (188)
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temos:

Lo =Ls(Fu,G,) + gA (" A, + mB). (189)

Esta equacao mostra, qual é a dependéncia explicita do Lagrangiano composto pelos
campos A e B, tendo em conta que o parametro de transformacao ¢ é uma funcao
do espaco-tempo e satisfaz a equacao (|112]).

A.1 Aplicagao: L; = F? + G? sob vinculos em ¢

Para poder obter mais informacao fisica, vamos supor que o Lagrangiano tem a
seguinte estrutura:

1
Lo = —Z}"W}"’“’ + kG,G" + g\ (0"A, +mDB).
Calculamos as equagoes de movimento para o campo A, tendo em conta que:
Gy = (9,B—mA,),

a*CG . 8£G

A, 0G,

0Lq . 0Lq ash B sa v sasp
0(0aAs)  OFum (0268 — 6762) + gL,

Substituindo na equacao de FEuler-Lagrange:

%_af}(ﬂ)zu

(=mdy)

9A, 8 (0 Ag)
temos: or or
G G aB _
205 o U gOsAN 0. (190)

Calculamos o primeiro termo:

aEG 0 (_lfuyj—_-y,y) _ _% (fﬂa) 7

0Fs0  O0Fpa

4

Le 0 o e
o = 5o MGuG") = 2kG*.
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Substituindo na Eq. (190)), temos:

D FP —2mkG® — gn®P g\ = 0.
Tomando k=1/2 e substituindo G:

D FP +m2A™ = 0*(mB + g)\).

Existem duas interpretacoes possiveis, impondo condi¢oes na equacao acima:
Primetra interpretacao:

J*=0%(mB + g)\),

temos a equacao de Proca com fonte onde o J é fonte.
Sequnda interpretagao.
Podemos sugerir que o lado direito é zero, um caso simples, entao obtemos a equagao

de Proca:
QgFO‘/B +m2A® = 0,

e um vinculo entre B e lambda:

A=-"p
g

Agora vamos calcular as equacoes de movimento para o campo B, assim:

0Lq 0G,

=2k G*
0(0sB) 0(0sB) '
e7
0L¢
Substituindo na equacao de Euler-Lagrange,

0Go B
2k0g (8(858)G ) —mg\ =0,

tendo em conta que k = 1/2 e que:

G, = 0,B —mA,,

00sB)

temos:
030° B — mdg AP — mg\ = 0. (191)
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Podemos usar a primeira interpretacao, na Eq. (191). Com isso, obtemos:
65853 = ma@»Aﬂ + mg)\.

Este resultado nao tem uma interpretacao fisica direita, sendo uma equagao acoplada
entre os campos A e B, usando a segunda interpretacao:

r=-"p
g

na Eq. (191)), temos:

030° B +m*B = mdsA®,

ou seja, o campo B obedece a equacao de Klein-Gordon com fonte.

A.2 Correntes de Stueckelberg-Utiyama com vinculo nos parametros de
transformacao

Vamos calcular a corrente conservada do sistema total para um caso geral, com-
posto pelos campos ¢, B e A, no caso U(1):

»CT = ET[¢A7 au¢Aa Aua aVA;m B» a,uB] = £M+int[¢A7 vu¢A] + 'CO [A/u @VAM7 Ba auB]'

(192)
Da equacao , temos:
ET = £M+int [¢A7 vu¢A] + ‘CS [-’T_:uua Gu] + g)\ (aVAV + mB) ) (193)
cuja variacao deve anular-se:
0L 0L OLr . 4 OLp A OLp 0L
= A A B B).
OLr aA#(S “+a(a,,A#)5(a” “)+8¢A5¢ +6(8M¢A)5<8“¢ )+ 55 § +a(aMB)5<8“ )
(194)

Lembrando que [0, J] = 0, calculamos as derivadas:

8£T . 6£T 6»CT
50,4, O Au) = 0 <a<auAu>‘5A“) O (@@A“)) O, (199)
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oLr N or A\ aCr \ -
50,0 00") = O (a@m‘w) 9 (awm)w (196)

Para o campo B:

8£T aET 8ACT
s 00 =0 (g m?) -0 (Gm) B 09

Substituindo as equagoes ((195)), (197)) e (196]) na equacao (194]):

I 0Ly o (s \] g
it =[50 (Gt )| 74+ (5 = (atem )

+{aﬁ—au (—“T >}5B+8N{ OLr 5™ + OLr 54, + 0Lt 53}.

o ~ "\ 90,B) 00,60 T 90,4 " 9(9,B)
Definindo: ic ar ar
T T T
— = =0, | == 1
AT (158)
(SET 8£T 8LT
_—= - —_— 1
5ot = 55~ (asm) 1
5£T 8£T aACT
—_— = — — . 2
6B — 0B " (8(8NB)> (200)
Temos:
0Ly 0LT A 0L oLy oLy oLy
0L 5AM5AM+5¢A5¢ 5B 0B+0, {8(3 o) S + 8((9MAV)5 + 0(0#8)5
(201)
No primeiro termo da equagao substituimos a eq. (179)),
0L 1 0LT 0L
= S el == ) 202
5‘4#514# gaﬂ <5Au6) % (‘5A ) (202)

Também temos:

a‘CT o 8£M+int
0(0u0")  O(Vuo?)’
0Ly 0Ls 0L

= = AntY 204
00, A) ~ 0(0,A,)  OF,, 9N (204)

(203)
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oLy 0Ls
= 205
2(0,B) 090G’ (205)
substituindo as equagoes (202]203204}205) na equacao (201]):
LT 4 1 OLr LT
OLr = SA 55109~ <5A ) 58
0Ly vint 0L3 1 (0Lr 0L3
oy 4] ——0A, M OA, + —-0B 206
Lo+ ap oot (M)” Al
Fazendo as definigoes:
0L 4 1 0L LT
— —0B 2
~ 0gA 50207~ (514“) 0B 0 (207)
OLprrvint ., 4 OLs 1 (6Lr 0L3
U= ——=9 0A, AnTA, 0B 208
oV, T oz, Ty (M )+ v oq,08  2Y)
temos:
D+ 0U" =0. (209)

Nesta forma, fazemos integragao na regiao €2 do espago-tempo onde os campos estao

definidos:
/Dd%—i— /(@Jx[“)d% = 0.
Q Q

Pelo teorema de Ostrogradski-Gauss a integral da divergéncia de U*, no volume €2 é
igual a integral de superficie ao longo da fronteira 0f2, deste mesmo volume, i.e.:

/(8,]1“)6[4:5 :55 U'do,,
Q o9

sendo do, um elemento de superficie orientado em 0§

OLNtvint « 4 0Ls 1 0L 0Ls
Utdo, = d —— ) 0A, gItoA, + —=0B ;.
fég o 5’2 "“{awm CroE,S Ty (M ) o, }

Tendo em conta que:

56" = elpg®, (210)
1

54y = Oue, (211)
m

§B = —e, 212
p (212)
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temos:
OL N vint 4 B, 1 (5£T> 0Lsm }
Utdo, = do,{ e———-1 + ———e€
p win=9, { ov,oh) T4 \54,) T oG, g

0Ls
v do [ 0,25 1, w}
éﬂ : g 8f,m/ 7

assim:

OLrvint 4 B ( 0L ) 0L; } 1 55 0Ls
Utdo, = do,ed ————1 + - + ——C do,0,e——.
yém ! 5539 ! {8(VM¢A) b 0A oG, gJoa 1T 0Fu

As fungoes € e J,€ sao escolhidas de tal forma que na fronteira 02 sejam zero,

§l§ Z/{“d4au =0,
o9

/ Dd*z = 0.
Q

Essas identidades sao validas para qualquer que seja o volume €2, entao:

assim:

D=0, (213)
oU" = 0. (214)
Nas equagdes (207)) e (208):
oLy 0Ly 5£T

OL v 1int 0L 4 1 0L OLsm
5 0 ——0A, — APYOA, + ——— =0. 216
{ av,o0 " am, (6 )*9" TeR E} (216)

Da equagao ((216)):

OLrvint -4 5 SLr\ . OLam
E{aﬂ<a(vu¢A>IB¢ *y a 5A, ) TG, g

8£A 5»CT 8£M+mt A B ﬁﬁAm
+ 0l (fmu) e (M )+8€(a<w/*>[3¢ 3G,
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oL
—l— 0 0 68]__;)4 + 0" 0,0,eAn” =0,
tendo em conta a equagao ,
n"9,0,e = —mZe,

temos:

I + — —m“A
{ [ “qﬁA B9 g (5A g \0G,

1 6£A 5,CT 6[,M+mt A B m8£A

roe{ o, (520 ) 4 (_)+(_1 $ 20

ne g OF 0A I(V,01) B g 0G,
0Ls

a d, ea}_wj 0. (217)

O dltimo termo e identicamente nulo, assim:
8£M+mt A B 1 6£T m 8£A 2
Oy | =——=—+1 — —miA
o oz J5a 5 (a6) ) -

1 0L A 1 (0L OLM+int 4 .8 m OL 4
+6e{—8y( )+—< >+( Igep” | + — = 0. 218
"9 "\0F,.) g \d4, (V04 " g G, (218)
Usando o mesmo argumento de que os parametros e suas derivadas sao independen-
tes, obtemos:

8£M+mt 15»CT m 8£3 2y
9, {m R (aGH)} M = 0 (219)
1 OLs 1 (6Lr OLrrsint a5\ . ™M OLs
-0, - == T — = = 22
7 (am)w(mu)*(a(vmﬁ B ) eq, =0 (220
Da equagao (198)) e (193),
0Lr _ 0Lt _ 5 0L _8£T_8 L
6A, — 9A, "\0(0,A,))  0A, T"\oF,.)’

substituindo na equagao ([220)):
m 853

10Lr  Olasia pap
et A )
904, " av,onE oG,
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Definindo: or
Jr ==L 221
aAlu7 ( )
quantidade que vamos chamar de corrente, temos:
3£M+mt A, 1 8£3>
JH=—g (—[ 7+ —== 222
ov.0h Pt g a, (222)
Substituindo na equagao (219)),
1 10Lr
Opd —=J' + ——= 1 —m?\ =
! { o g0A, }
0L7
O JH =0, (E) + gm? . (223)

Se a densidade Lagrangiana total Lp satisfaz e equagao de Euler-Lagrange para o
potencial de gauge A, i.e.:

0L
=T _p
0A, ’
obtemos:
o J" = gm>\

Nao temos correntes de conservacao, posto que as derivadas das correntes sao nao
nulas, a auséncia de correntes conservadas ¢ uma desvantagem dessa abordagem, isso
pode indicar que adotar o vinculo sobre os parametros € pode ser nao consistente
dentro da teoria de Utiyama.

OLNtint 4,5 MOLA

oo (_ m ).
IV, P g 0G,,

Agora vamos aplicar o aprendido para o caso U(1), sejam os campos ¢*(z) =
(™ (z), *Y(x) com A =1,2, 3,.... N (com N inteiro positivo), composto por ¢*(z)

e seu conjugado ¢*4'(z) onde A = 1,2,3, ..., % e A\ = % +1,...,N. Transforma-se

(224)

como: ) )
(,DA(x) N QZEQOA(I), (225)

P (@) = e (). (226)
A forma infinitesimal ¢4 (x) = ¢4 (x) + 66 (z) da:

5o (2) = iep(x),
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0p™ () = —iep™ (x),

temos os geradores das transformagoes,

assim,
A
@) Iy = 0,
e a constante de estrutura é nula.
Assim, especificamos a derivada covariante V,¢*(z) = 9,0"(z) — gA%I (‘2) 9P (),
neste caso:
A A c SA A _ N
Vu¢24) _ Vu@(j) = a“@(j, — ?955?551);1# para/ AN— 1,2,13, g
”” Vublsy = 0wy +1905 9(nAy  para A'=5+1,54+2, . N
(227)
assim, ) ) )
V.ot = 00" —igpt A, Vugo*A/ = 8M90*A/ +ige* A,. (228)
Lembrando também que:
Fuw = 0,A, —0,A,,
G, = 0,B —mA,.
E usando ([224]),
oL i oL / 0L
7= =ig (g - g™ - o). (220)
AV ,upt) 3(%90 ) g 90G,

O campo B nao aparece explicitamente na derivada covariante, posto que o campo de
matéria sé interage com o campo A. A contribuicao do campo de Stueckelberg esta
presente na quantidade G, (mantendo o termo de massa no Lagrangiano). A ten-
tativa com o multiplicador de Lagrange nao é consistente com a teoria de Utiyama,
posto que nao temos correntes conservadas. A abordagem do Capitulo 3. Apre-
senta a mesma condi¢ao para os parametros de transformacao, onde os parametros
de transformacao obedecem a equacao de Klein-Gordon, a principal diferenca, é a
maneira de introduzir essa condi¢ao no Lagrangiano através dos multiplicadores de
Lagrange, obtendo como ja vimos, correntes nao conservadas, pelo fato de que A
é, em principio, diferentes de zero. A abordagem do Capitulo 4, é muito diferente,
posto que os parametros de transformacgao nao estao restritos, nesse caso, como ja
vimos, temos correntes de conservagao.



