UNIVERSIDADE FEDERAL DE ALFENAS
Campus Pocos de Caldas — Pocos de Caldas - MG

REGILEY PIMENTA RAMOS DE OLIVEIRA

ONDAS GRAVITACIONAIS DA TEORIA DE
STAROBINSKY-PODOLSKY EM UM ESPACO-TEMPO DE FUNDO
CURVO

POCOS DE CALDAS/MG
2024



REGILEY PIMENTA RAMOS DE OLIVEIRA

ONDAS GRAVITACIONAIS DA TEORIA DE STAROBINSKY-PODOLSKY
EM UM ESPACO-TEMPO DE FUNDO CURVO

Dissertacao apresentada como parte dos requisi-
tos para obtencao do titulo de Mestre em Fisica,
pela Universidade Federal de Alfenas. Area de
concentracao: Fisica Teorica.

Orientador: Prof. Dr. Céssius Anderson Miquele
de Melo.

POCOS DE CALDAS/MG
2024



Sistema de Bibliotecas da Universidade Federal de Alfenas
Biblioteca Campus Pocgos de Caldas

Oliveira, Regiley Pimenta Ramos de.

Ondas gravitacionais da teoria de Starobinsky-Podolsky em um espago-
tempo de fundo curvo / Regiley Pimenta Ramos de Oliveira. - Pocos de
Caldas, MG, 2024.

63 f. :il. -

Orientador(a): Céassius Anderson Miquele de Melo.

Dissertagao (Mestrado em Fisica) - Universidade Federal de Alfenas,
Pocos de Caldas, MG, 2024.

Bibliografia.

1. Ondas gravitacionais. 2. Gravitacao de ordem superior. 3. Universo
em um fundo curvo. I. Melo, Cassius Anderson Miquele de, orient. II. Titulo.

Ficha gerada automaticamente com dados fornecidos pelo autor.




REGILEY PIMENTA RAMOS DE OLIVEIRA

Ondas Gravitacionais da Teoria de Starobinsky-Podolsky em um Espago-tempo de Fundo Curvo

Aprovada em: 22 de julho de 2024
Prof. Dr. Céssius Anderson Miquele de Melo
Presidente da Banca Examinadora

Instituicdo: Universidade Federal de Alfenas

Prof. Dr. Rodrigo Rocha Cuzinatto

Instituigdo: Universidade Federal de Alfenas

Prof. Dr. Pedro José Pompéia

O Presidente da banca examinadora abaixo assina a
aprovacdao da Dissertagdo apresentada como parte dos
requisitos para a obtengdo do titulo de Mestre em Fisica
pela Universidade Federal de Alfenas. Area de
concentracgdo: Fisica de Particulas e Campos

Instituigdo: Instituto Tecnoldgico de Aeronautica

eil Documento assinado eletronicamente por Cassius Anderson Miquele de Melo, Professor do
,..j L]

assinatura

llil’ Magistério Superior, em 23/07/2024, as 13:05, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento

eletrénica no art. 62, § 12, do Decreto n2 8.539, de 8 de outubro de 2015




Dedico este trabalho,
a minha mde por sempre ter

acreditado em mim.



AGRADECIMENTOS

Aos meus pais, Regilei e Luciana (in memoriam) e meu irmao Pedro, por sempre

terem me dado suporte.

Aos meus avos, tios, tios-avos e primos, que sempre me ensinaram e acreditaram

em mim.

Aos meus amigos de Campestre, das noites varadas enfrentando ancides de jogos

de tabuleiro

Aos meus professores da Escola Estadual Cel. José Custédio, Escola Municipal

Conego Artur, onde fiz o Ensino Fundamental.

Aos meus professores da Escola Estadual Rui Barbosa, principalmente pelo professor

"Milo"por fazer e incentivar eu cursar Fisica.

Aos amigos, colegas e professores da Fisica-UFMG, onde passei bons tempos tanto

na vida académica, quanto na vida pessoal.

Aos professores e amigos da Fisica-Unifal, em especifico o Prof. Dr. Samuel Bueno

Soltau, que por um jogo de sinuca saiu um TCC.

A todos os funcionérios da Unifal, que de alguma forma contribuiram para minha

formacao.

Ao Prof. Dr. Rodrigo Cuzinatto, onde brinco (seriamente) que foi top 3 melhores

professores que ja tive.
Ao Prof. Dr. Fernando Gardim, com suas aulas diferenciadas de Fisica Estatistica.

Ao Prof. Dr. Céassius, que além de excelente orientador, me ensinou sobre a cultura

de chés.

As bandas que tive ao longo dos anos, Chérodinger, AstrosFisicos e Banda Lago

por proporcionarem momentos de lazer durante essa minha caminhada académica.
A minha sogra, por ser praticamente minha segunda mae.
A minha namorada, Gabriella, pelo companheirismo de todos estes anos.

A FAPEMIG, pelo apoio financeiro.

A todos que de alguma forma contribuiram para a realizacao deste trabalho e para
o meu desenvolvimento pessoal, direta ou indiretamente nesses tultimos dois anos da minha

vida.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento
de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cédigo de Financiamento 001.



“somos todos feitos de poeira estelar.”
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RESUMO

Este trabalho tem como proposta o estudo das ondas gravitacionais em fundo curvo
no modelo de Starobinsky-Podolsky de ordem superior. Usando os conhecimentos da
Relatividade Geral para explicar as ondas gravitacionais em um fundo curvo, adicionamos
termos de ordem superior na agao de Einstein-Hilbert para encontrar novas equacoes de
campo para este modelo. Com a perturbacao da métrica de fundo, encontramos equacoes

de sexta ordem, por isso campos escalares tendem a reduzir esta ordem.

Palavras-chave: ondas gravitacionais; gravitagdo de ordem superior; universo de fundo

curvo.



ABSTRACT

This work proposes the study of gravitational waves in a curved background within the
higher-order Starobinsky-Podolsky model. Using the principles of General Relativity to
explain gravitational waves in a curved background, we add higher-order terms to the
Einstein-Hilbert action to derive new field equations for this model. By perturbing the
background metric, we obtain sixth-order equations, hence scalar fields tend to reduce this

order.

Keywords: gravitational waves; higher order gravity; curved background Universe.
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NOTACOES E CONVENCOES

As bitagoes utilizadas neste trabalho sao:

Assinatura da métrica:

Guv = (_7 +,+ 7+)-

Tensor de Curvatura:

R, = 0.0, — 08,0, +T5 ", —T0 T

apuy aps pv up- av:

Tensor de Ricci:

Ru = R0 =9, — d,I'%, + T3 [0, — T2 I

pow up av ap™t uv*

Escalar de Curvatura:
R = Rl‘j =g"R,,.

Tensor de Einstein: .
Guy = R/“/ — iguVR.

D’Alembertiano:
O=V,V!=g¢"V,V,.

Indices gregos variam de 0 a 3 e os indices latinos variam de 1 a 3.

Definicao de notagao de derivada:
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1 INTRODUCAO

Em 1916, Einstein publicava seu trabalho [1] acerca da Relatividade Geral onde
passamos a entender que a gravidade é um efeito da curvatura espago-tempo, e também,
considerar a gravidade como um fendémeno geométrico. Assim como um lago de aguas
tranquilas é perturbado por qualquer objeto que passe pela superficie, de maneira analoga,
um objeto de massa que se move pelo espaco-tempo de formas especificas pode criar esta

perturbagao.

Apo6s algumas décadas, Weber [2] construiu um detector de ondas gravitacionais,
que consistia de uma “antena’” feita de um bloco cilindrico de metal para observar as
variagoes ressonantes. E em 1969 anunciou a primeira detec¢ao [3], mas acabou sendo
descartado, pois além de prever situagoes da nossa galdxia que nao condiziam com a
realidade, pois a energia irradiada detectada implicava que nossa galaxia ja nao existiria
mais [4]. Outros detectores que foram feitos posteriormente nao acusavam os dados de

Weber, implicando que o sinal obtido era apenas ruido.

Figura 1 — Diagrama esquematico do detector de ondas gravitacionais idealizado por
Weber
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Fonte: [5]

Ja em 1974, Joseph Hooten Taylor e Alan Russell Hulse, observando o pulsar de
binarias PSR1913+16, indiretamente mediram a massa irradiada das binarias em forma de
ondas gravitacionais [6], e este foi o primeiro experimento a detectar ondas gravitacionais,

mesmo de forma indireta, e por este feito, os autores dividiram o prémio Nobel em 1993.
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Figura 2 — Evidéncia do decaimento orbital do pulsar de bindrias PSR1913+16
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S6 em 2015 as ondas gravitacionais foram detectadas diretamente, por interferéme-
tros de Michelson do Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory (LIGO). O
LIGO é um detector da variacao espacial causada pela passagem de uma onda gravita-
cional.O que se detecta é razao entre a deformacao do interferémetro e o comprimento
do percurso do feixe de laser no interferdmetro, chamado strain, e é da ordem de 10723,

sendo este o motivo dos bragos do LIGO terem 4 km de comprimento [8].

Figura 3 — Diagrama dos detectores do LIGO, suas localizacoes e orientagoes
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Fonte: [8]

O primeiro evento que foi detectado, é chamado de GW150914, que foi a coalescéncia
de dois buracos negros, e até a data que este trabalho foi escrito, foram 93 eventos
detectados [9].
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Figura 4 — Detecgao de ondas gravitacionais de Buracos Negros e Estrelas de Néutrons
pela colaboragao LIGO-Virgo
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Fonte: [10]

O evento GW170817 [11], que foi a coalescéncia de duas estrelas de néutrons, além de
ser detectado ondas gravitacionais pelo LIGO, foi associada ao evento GRB170817A, uma
deteccao de uma explosao de raios gama feita pelo observatério Fermi-GBM, 1,7 segundos
depois do LIGO. A partir disso, varios observatorios de diferentes detectores (neutrinos,
raios gama, ondas gravitacionais e inclusive os eletromagnéticos) tentam observar os
eventos simultaneamente para uma melhor compreensao do universo, e deu inicio a uma

nova era da astronomia, chamada Astronomia Multi-mensageira.

As detecgoes das ondas gravitacionais citadas mostram que a Relatividade Geral
previra com eficacia estes eventos. Entretanto, em determinados regimes, como por exemplo,
de altas energias, ou regimes de larga escala do universo atual, é preciso uma adaptagao da
RG. Em particular, dois dos grandes problemas que sugerem a necessidade de modificagao
das equacoes da RG na presenca de matéria ordindria sao as curvas de rotacdo de galaxia
e a expansao acelerada do Universo [12,13]. No contexto da cosmologia, as primeiras
tentativas surgiram com a introdugao da constante cosmoldgica [14], e posteriormente sua

evolugao para o modelo ACDM [15].

As abordagens alternativas a RG sao classificadas, grosso modo, em duas grandes

categorias. A primeira delas propde a mudanca do conteiido de matéria do Universo, com
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a adigao da “matéria escura” e “energia escura” [12,13,16-19]. A segunda categoria, de
particular interesse neste projeto, sugere a modificacdo das equacgdes que compoem o
setor geométrico das equagoes de Einstein [20-22]. Na literatura, as modifica¢oes mais
usuais propoem a substituicao da Lagrangiana de Einstein-Hilbert da RG (escalar de
curvatura, R) por outra fungao. Elas podem conter desde fungoes nao lineares de R (“teorias
f(R))” [21,23]), como ainda podem ser teorias cuja Lagrangiana possui dependéncia
funcional no tensor de Ricci, de Riemman, ou de Weyl. Outras categorias incluem ainda
uma dependéncia funcional na curvatura e suas derivadas [24]. Esta linha de investigacao

¢ chamada de “gravitacdo modificada” [25].

Alguns dos exemplos destas teorias alternativas foram feitas por Stelle [26], ou
ainda por Starobinsky [27], que incluiu termos similares a R?, aplicando a métrica de
FLRW. Este ultimo, em particular, conseguia descrever com muita robustez o periodo

inflacionario da expansao do universo.

Usualmente, as ondas gravitacionais sao estudadas a partir de perturbagoes da
métrica, tomando-se a métrica de Minkowski como métrica de fundo. Este foi, por exemplo,
o caso estudado por Vilhena em [28], que abordou as ondas gravitacionais para um fundo
plano em gravitacio modificada com a adicdo de termos ROR e R? & acdo de Einstein-
Hilbert. Quando o espaco de fundo nao é mais plano, por exemplo quando se leva em
conta a expansao do universo, termos de curvatura nao podem ser mais desprezados e nao

é possivel aplicar a métrica de Minkowski [29].

Frente a grande quantidade de dados experimentais disponiveis hoje em dia, acredita-
se ser possivel avaliar a propagacao de ondas em espacos curvos. Neste projeto, pretende-se
seguir passos similares ao trabalho de Vilhena, mas estudando as ondas gravitacionais em

fundo curvo, em uma aproximagao de ondas curtas [30].

Impulsionado pelo avanco da tenologia de detecgoes de ondas gravitacionais, o
presente trabalho pretende estudar as ondas gravitacionais da Teoria de Starobinsky-
Podolsky em que sao apresentados as equacgoes de campo nesse novo regime. Para isso,
este trabalho estd organizado da seguinte forma: no Capitulo 2, é apresentada a descri¢ao
das equagoes de Einstein a partir da agdo minima; no Capitulo 3, o estudo das ondas
gravitacionais em um fundo plano; no Capitulo 4, as ondas gravitacionais em um fundo
curvo; e no Capitulo 5, as equagoes de campo das ondas gravitacionais na gravidade

modificada. Além disso, uma sintese da Relatividade Geral é fornecida nos apéndices.
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2 ACAO GRAVITACIONAL

A descricao mais completa da Relatividade Geral foi feita pouco tempo depois
de Einstein publicar seu texto final chegando as equagoes que recebem seu nome. Esta
descrigao foi feita por Hilbert onde derivou as equagoes por um simples principio variacional
[31]. Podemos utilizar o principio de minima agdo para descrever a a¢ao gravitacional, e
faremos isso identificando quem poderia ser a densidade lagrangiana gravitacional Z. No
caso newtoniano, a lagrangeana é composta pelas derivadas com respeito a posicao (),
velocidade (&) e tempo (t) [32].J4 para o caso relativistico, assumimos que a lagrangeana

¢ um funcional da métrica g, e suas derivadas:

L =2 (9w, 09w, 050G, -..) - (2.1)
A lagrangeana pode ser separada por contribuicoes da geometria e da matéria:

L =Ig+1, (2.2)

Por esse motivo, supomos que . contendo derivadas de g,,, deva ter o tensor de curvatura

a0 menos, entao impomos que:
Io = V=gR(x), (2.3)
onde R é o escalar de curvatura, e a acao dada pela lagrangeana é:

Io = X/\/—_gR (z)d*z. = X/\/—_gg’“‘”RM,,d4x. (2.4)

Aplicando o célculo variacional para a agdo minima, notamos que a variacao da agao é
01 = 0, dessa forma, o integrando deve ser igualado a 0. Aplicando a derivada funcional

no escalar de curvatura temos:
/ d'z8 (vV=g¢" Ru) = / A" [V =gg" Ry, + V=g Rubg" + ¢ Rudv/—g] . (2.5)
Comecando pelo primeiro termo, aplicaremos a variacao do tensor de Ricci:
ORu = 0a0T%, — 0,075, + 6 (14, ) 0, + 12,000, — 6 (I',) %, = T0,0T0,.  (2.6)

Sabendo que qualquer diferenca entre conexoes é um tensor, e § estd como uma diferenca,

podemos reagrupar da seguinte forma:
Ry = Va (01%5,) = V, (T5,) . (2.7)

Entao, no primeiro termo da Eq. (2.5) podemos colocar ¢g"” para dentro da derivada

covariante, por conta da metricidade, e usando que:
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1 1

39" OpGuw = —\/__gap\/— , (2.8)

temos:

V=99""6 Ry, = V=3 [V (¢"0T%,) =V, (9"6T%,)]
= 0n (V=99"0T%,) = 9, (V=99"0T%,) . (2.9

A integral da Eq.(2.9) independe do caminho, pois a variacdo de g, nos extremos
é nula, a integral se anula, sobrando apenas dois termos da Eq. (2.5). A variagdo ¢ tem
o mesmo comportamento da derivada, entdo podemos rearranjar e substituir a Eq. (2.8)
no terceiro termo da Eq. (2.5), e para o segundo termo devemos primeiro considerar uma
variagao da métrica g,, — g, + 09, Levando em conta que um tensor com seu inverso é

a identidade:

0 = 9wy = (g + 9 (9" + 69"
= 0% + 989" + 89y + 0 (8°). (2.10)

Como § é uma pequena variacdo, 62 é desprezivel, concluimos que:
5.g'u)\gm/ - _69/11/9#)\ — 5g;w = _gupgykégpz\' (211)

Finalmente podemos reescrever a Eq.(2.5) usando os argumentos acima:

1
0lg = X/ 5\/—gRg’“’5gW - \/—gRWg“”g”’\dgp,\d‘lx. (2.12)

Podemos transformar o tensor de Ricci do primeiro termo no escalar de curvatura e
levantando e trocando de indices do tensor de Ricci do segundo termo, isolando /—g

chegamos a: X
0lg = X/ V=g <2Rg"” — R“”) §gud . (2.13)

J& a variacao da acao de matéria é escrita da forma:

1 174
Ol =~ / d'er/=gT,,09", (2.14)
onde 7}, € o tensor de energia-momento para a matéria.

A variagao da lagrangiana da Eq. (2.2) que sdo as componentes da gravidade e da

matéria assumem a forma:

0. =6lg + 01, (2.15)
Substituindo entao as Eqgs. (2.14) e (2.13) em (2.15), temos:

1 1

0L = /d4x\/—g {X (RW — 2gWR> — QTW} ogt” (2.16)
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A variacao da acdo é nula, entdo para a integral ser nula, o que sobra sdo as parcelas de

dentro das chaves, ou seja:
1 1

X (R“V - 2glﬂ,R> — §T/“,. (217)

Podemos ainda rearranjar os termos e substituir:

4

c
- — 2.18
X 167G’ ( )
e assim, obtemos as equacoes de Einstein
1 8t
R/W - 7g,uVR = G,ul/ = i T/U/' (219)

2 ct
Dessa forma, o resultado da Eq. (2.19) precisa se enquadrar no contexto da Fisica Classica,
por se tratar de uma teoria geral, que serd abordado o emprego das Equacoes de Einstein

no Limite de Campo Fraco no Apéndice G.

Com as equagoes de Einstein em maos, podemos agora estudar uma das previsoes

da Relatividade Geral, no qual é o titulo do préximo capitulo, as ondas gravitacionais.
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3 ONDAS GRAVITACIONAIS NA METRICA DE MINKOWSKI

Vimos na se¢ao anterior como que o espago-tempo se comporta em uma situagao
que nao ha variacao temporal, ou seja, nos entornos de objetos pouco massivos e estaticos.
Mas como sao equagoes de campo, como no eletromagnetismo, é interessante estudar como

0 espago-tempo se comporta com uma perturbacao temporal.

Para dar inicio, vamos comegar com o mesmo caso do campo fraco, mas agora
considerando o tempo. E importante ver como que a perturbacao h,, levanta e abaixa
seus indices partindo da Eq. (g.2). Levando em conta de que g,, 9”7 = o, € que k"7 seja

tao pequeno quanto h,, temos:

g;wgya = 6; = (n;w + h;W) (77”0 + kuo)
— 77;w77w + nlwkw + hlwnyg + hwjkl’a. (3.1)

No primeiro termo, temos um delta de Khronecker que se anula com o outro lado da
igualdade e o produto entre h e k é desprezivel, entao chegamos a conclusao que a métrica
perturbada contravariante é:

g =gt — W, (3.2)
Entao aplicaremos essa métrica perturbada nas Equagoes de Einstein na auséncia de
fontes. Mas para isso precisamos encontrar quem ¢ a conexao afim e depois os tensores de

curvatura e Riccl e o escalar de curvatura.

(na/\ _ ha)\)
F;Oju N (8u77V>\ + auhl//\ + aun)\u + auh)\u - a)\nw/ - 8)\h;u/)

L

2
1
— 5 (7704)\ . ha/\) (%hu/\ -+ 8Vh)\y — 8)\huy)
= 77)\0( (8}Lh'l/)\ + 8I/h/\p - a)\huy> . (33)

Lembramos que 0,7, = 0 em coordenadas cartesianas e que é uma aproximacao de

primeira ordem. Agora para o tensor de curvatura:

1
Rogi =5 (017 (Dpha + Dulins = Drhsn) — D™ (Dl + Duliny — b))

PA
= 777 [avthAu - ayaxhug — Gﬁﬁuhﬂ + 058Ahu,y] . (3,4)
Levantando os indices:
1
Rvﬁ;f 9 [avaﬁhﬁ — 0,0°hy5 — 950,15 + aﬁaphm} . (3.5)

Para o tensor de Ricci, contraimos p com 7 e:

1
Ryl = Ry 5 (040} — 0,07 by — D30, + 0" b )
0,07 hys 1
=~ 4 2 (0,0, — 00, + 00,1 (3.6)

~
VB
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e o escalar de curvatura temos:

R =n""Rg, ~ —0,0"h + 0,0°h},. (3.7)
O tensor de Einstein entao fica da seguinte maneira:
1
G = 5 (—Ohy + 0,007 = 0,0, + 0,0,h7, = 1O + 1, 02050 ) . (3.8)

Seria interessante se, por uma transformacao de coordenadas pudéssemos simplificar

a Eq. (3.8), onde na préxima sessao estudaremos essas mudangas.

3.1 CALIBRE HARMONICO

Aplicando uma perturbacao no sistema de coordenadas x™ = x*+dx*, que podemos

denotar dx* = £, entao essa transformagao deve ser compativel com:

ax” ax"‘ 85“ ’
et 09

Temos, pela Eq. (a.8):
u ) p ) i
Py (55, - af) A, = (5*;, _ % )AM (' — ). (3.10)

= ox'v H or'v o'V

Expandindo A, (2" — &) por séries de Taylor e aproximando em primeira ordem:

ogH 9,
! no_ _ ra
A, = <5V 695“/) (A# 13 8xaA“>

=i B G €
A, gagf; _ gg: . (3.11)
Assim, podemos escrever uma perturbacao do vetor A,:
0A, = A, () = A, (2')
— A ) e A, )
ot 012
E para um vetor contravariante, temos algo analogo:
0A” = A%0,&" — €20, A", (3.13)
E generalizando para um tensor de ordem 2:
0A, = =E%0a A — Aap0,6" — Aun0,87, (3.14)

DA = —€X0p A" + A Dol + A™0pE". (3.15)
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Essa perturbacao também serve para a métrica:
09w = =€ 0apr — Jar O™ — Gua0,§", (3.16)
0g"" = —£%00g"" + g"*0,E" + g™ 0aE". (3.17)
Aplicando a derivada covariante em &,
GOV — POVGE = g (a8 — T8 — g [0ue” ~T2EY . (318
Pelo postulado da metricidade, Eq. (a.56) podemos identificar que:
g = —\Vren — VreY, (3.19)
0Gu = —Vi&u — V,&y. (3.20)
Aplicando ao campo fraco, temos:
ogh” = onM" — ont
- _gnga (7751/ _ hﬁl/) — €Ty, (nﬁu _ hﬁr/)
+ (MY — M) 0o8™u + (N — h"Y) 08", (3.21)
Como & ¢é arbitrario, escolhemos de tal forma que seja da mesma ordem de grandeza que

h*¥, e com isso, os termos que tem a multiplicacao 5“Fga sao desconsiderados, restando

entao:
dg" =08 + 00,8 = 0" + 07 Er, (3.22)
09 = —Nua0u€™ = NwaOu€® = =08 — &, (3.23)
Aplicando esta transformacao para h:
W = =+ 0h
= hyw = 08y — 08y

= h/u/ - nuaauga - nuaaufa- (324)
Nesse momento, é preciso introduzir o tensor de traco reverso:
— 1
W = h:“, — 577/“,}1’, (3.25)

onde h = n*h,,, € o traco. Logo, podemos calcular a transformagao no traco-reverso:
NG / 1 1
h,uu = h,ul/ - inth

1
= "y = Naw €™ — Mpa0,€" — inuu [UM (h:ﬂﬂ

1

= huu - nauapfa - nuaaufa - 577;111 [770/\ (hoA - 7704)\805& - naoaf)}
1

= h,uu - naua,uga - nuaaufa - 577111/ [h - 52(905& - 528/?}

1
= h,uz/ - nauaufa - nuaaufa - 5 [nuuh - Wuaafﬂ - nuua)\f)\] : (326)
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Trocando os indices mudos:

_ 1
h/;w = h,uu - naua,uga - nuaaz/ga - 5 [nuyh - T],ul/akg)\ - nauakg)\}

a a 1
= h,uzz - naua,ug - n,uaayé - 577#1/;7/ + nuua)\é)\

1
= h,ul/ - *nyuh _nyaaué—a - naua,ufa + nuua)\f)\

_ 2z
P
= ]TL,U,Z/ - nuaaufa - nalfauga + 77/11/8/\5)\
= }_Lw, - ugu - a,ufu + nuua)\é)\- (327}

Tomando o divergente A/ '

8“5’“,, = 8“71#,, —0"0,&, — 00,8, + 77,1,,8“&8
= O hy,, — 010,E, — O"D,E, + 0,00
= 0"y — 00,6, — 00,y + V100N, EN
= OPhyy — 0"0,E, — D"0,E, + "D,E,
= a“ﬁ,w —0"0,8,
= O"h,, — O, (3.28)

onde O = 9,,0".

Lembrando que &, é a arbitraria, podemos escolher de tal forma que: (1§, = 3“BW,

implicando assim:
"I, = DN, = 0(calibre harmonico). (3.29)

Podemos usar o calibre harmonico e o traco reverso de h nas Equacoes de Einstein, entao

de 4 termos, temos agora 1 termo:
G = z0h,, = 0. (3.30)

Para que haja mais clareza nas equagoes a seguir, omitimos a linha de h, e neste sistema
de coordenadas especifico, vemos que existe uma propagacao gravitacional no vacuo com a

velocidade da luz em forma de ondas, assim denominadas de Ondas Gravitacionais.

3.2  PROPAGACAO DAS ONDAS GRAVITACIONAIS

As solugoes da Eq. (3.30) indicam a existéncia das ondas gravitacionais, portanto

podemos comegar nosso estudo com ondas planas cuja a solugao é dada por [33]:

h = AR eikar® (3.31)
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onde A" é o tensor de amplitudes com elementos constantes e k* = n*“k, é o quadrivetor

de onda. Para podermos identificar estes elementos, substituimos (3.31) em (3.30):
Oh = 070, (AP eter")

_ 00,9, (A

=070, |(ik,) A" e

= 7 (k) AP

= — APk, ke = (. (3.32)
Para que seja verdadeira, apenas duas situagoes sao possiveis: A* =0 e k,k” = 0. Sendo
uma onda, o tensor de amplitudes nao pode ser nulo, ou nao existe ondas gravitacionais,
entao o quadrivetor de onda com indices iguais se anulam, ou seja, ¢ um vetor tipo luz,

ja que nao é nulo mas sua norma é nula. Aplicando o calibre harmoénico, vemos outra

propriedade das ondas gravitacionais:
Oh =0, (ik,) AW e =0 = k,A" = 0. (3.33)
Isso mostra que as ondas gravitacionais se propagam transversalmente.

Falta identificar quem sao as constantes do tensor A" que a principio tem 16

componentes, mas como segue a simetria de h*” caem para 10, ou seja:
A0 401 402 03
A0l A1l g12 418
AM = . (3.34)
A02 A12 A22 AQS
A03 A13 A23 A33

Pela implicacao da Eq. (3.32), escolhemos a diregao de propagagao a componente de indice

ks, juntamente com a componente temporal kg e podemos reescrevé-la como:
n"koko + 1% koks + 1 ksko + 13 ksks = 0, (3.35)
A partir da métrica de Minkolwski:
—(ko)* + (k3)* =0 = ko = £hks = k. (3.36)

Assim como na assinatura da métrica, deixaremos a parte temporal negativa e a espacial
positiva, ou seja:
ky = (—k,0,0,k) . (3.37)

e seu quadrivetor contravariante:
k? = (k,0,0,k) . (3.38)
Entao, quando aplicamos na Eq. (3.33):

kAP = kAR 4 kAR = () = AMO = AM3, (3.39)
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Que nos leva a uma reducao maior da matriz A*:

1400 /401 1402 [400

) AOL A1l q12 413
AV =10 g2 g |- (3.40)
A% A A A
A00 413 g23 700

O calibre harmonico ainda d& liberdade de uma nova perturbacao do sistema de coordena-
das:
o't =t 4 &M (3.41)

Aplicando esta transformacio para h*:
W = 08" + 08" + N ONE™. (3.42)
Entao, por um anzatz, supomos que:
EH = —jehetkon (3.43)

i.e.

A gikoa™ (A’“’ — Mk — k" + n“”kAEA) etket®, (3.44)

E possivel o cancelamento da exponencial fazendo uma aproximacdo de primeira ordem:
A = AP PRV — gVER 4 P e (3.45)

Como a matriz é definida com 6 termos independentes, podemos escrever para cada termo:

AN = A — (24 6%, (3.46)
AL = A0 g (3.47)
A2 = A" — &2, (3.48)
AP = AP g ("), (3.49)
A2 = A" (3.50)
AP = A2 — | (- &) k. (3.51)

Esta propagacao esta generalizada para qualquer direcao, entao podemos impor que o

sistema de coordenadas seja perpendicular a direcao de propagacao, e convenientemente

escolhemos e fazendo A" = Al = A02 = () e também A = —A?2, temos:
€0 = (24% + A 4 A%) /4k, (3.52)
et = Ak, (3.53)
et = A% [k, (3.54)
ef = (24% — A" — A%) /4k. (3.55)
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Este novo calibre, com apenas 4 entradas na matriz A", que implica que a matriz
h* também tenha 4 entradas, é chamado de calibre de traco reverso e transversal, ou

simplesmente calibre T'T, que da a nova matriz de amplitudes:

00 0 0

Lo looam a2

=1 (3.56)
00 0 0

Podemos também entender esta matriz como uma combinacao linear de duas outras

matrizes:
A" = el + B,eb”. (3.57)
onde e} e eb” sao
0 0 0 00 0O
01 0 0O 010
el = , ey = : (3.58)
00 -1 0 01 00
00 0 O 0O 0 00

denominadas como matrizes de polarizagao das ondas gravitacionais.

As duas matrizes da Eq. (3.58) sdo matrizes de polarizagdo e estudaremos a seguir

como as ondas gravitacionais afetam particulas.

3.3 POLARIZACAO DAS ONDAS GRAVITACIONAIS

Podemos testar como essas polarizagoes funcionam em um vetor espacial £ =
(0,£1,€%,€%) que determina as coordenadas de particulas vizinhas. Por conta da dilatagao
espaco-tempo que as ondas gravitacionais causam em &£#, mesmo as diferencas das coorde-
nadas sendo constantes, a separacdo d nao é necessariamente constante. Entao definimos o

intervalo d como:
d* = §i;£'¢, (3.59)
onde
Definindo também uma variagao em £* como:
i i Lok
¢ =8+ o (3.61)
desprezando os termos de ordem superior h (€?), temos:

d* = (855 + hig) €€ = 8;;C"¢7. (3.62)
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Aplicando o calibre T'T, vemos que os termos com indice 3 sdo constantes, ou seja,
(3 = € = constante, ou seja, o deslocamento das particulas sdo transversais as ondas

gravitacionais que passam por elas.

Com isso, a partir da Eq. (3.31), lembramdo do calibre TT, podemos substituir na
Eq. (3.61), obtendo:

(= g SAT g, (3.63)
Escolhemos agora por conveniéncia AY = aAe | onde os €/s sdo referentes a Eq. (3.58),

escolhemos primeiro e e lembrando que como os indices sao apenas espaciais, a posi¢ao

deles nao faz diferenca, entao reescrevemos a Eq. (3.63) como:
i e L ikaa (il izg2
=&+ iAe [(615 + ef*€ )} : (3.64)

Usando apenas a parte real da exponencial e usando a equacgao de Euler, e varrendo

os valores de ¢ = 1,2,3 obtemos apenas o cosseno:
(Cla ¢, Cg) = (51752,0) + ;a cos [/‘6 (x3 — 3:0)] (51, —52,0> . (3.65)

Isso mostra que em um circulo, que é descrito por ¢, quando os valores de cosseno
sdo iguais a 1, o eixo (! estica e o eixo (2 se encolhe, e o inverso acontece quando o cosseno

¢é igual a —1.
Escolhendo agora eéj , onde AY = 66? temos a seguinte equacao:
1
12 3) _ (¢l 2 4 3.0 2 o1
(¢1.¢%¢%) = (€1.€8,0) + 5hcos [ (o« — )] (€%.€10). (3.66)
assim quando o cosseno assume valores nao nulos, a deformagao é em relacao as diagonais.

Figura 5 — Polarizagao das ondas gravitacionais ilustrada por um circulo de particulas
livres antes (a), e depois da passagem das ondas gravitacionais nas polarizagoes

+ (b) e x (c)
Loy oL

(a) (b) ()

Fonte: [34].

As polarizagoes descritas pelas Eqs. (3.65) e (3.66) sdo comumente chamadas de
polarizagao cruz e polarizagao mais, e os elementos dessa matriz sao representados por
h. e h,. Essas ondas gravitacionais sao detectaveis em um universo mais recente, onde
a curvatura de fundo é praticamente nula, no limite da métrica de Minkowski, entao no

proximo capitulo trataremos as gravitacionais para um fundo mais geral.
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4 ONDAS GRAVITACIONAIS EM UM FUNDO CURVO

Aproximacao de ondas curtas

Até agora, vimos o tratamento das ondas gravitacionais com o fundo em Minkowski,
mas podemos estudar as ondas gravitacionais em um fundo geral, nao necessariamente

plano. Entao usaremos a métrica aproximada com uma pequena perturbagao hy, .
G = gff) + hy. (4.1)

Podemos entender estas perturbac¢oes como uma rugosidade em uma casca de laranja,
que nao altera sua geometria em “larga escala', ou seja, apesar da casca ter rugosidade, a

laranja nao deixa de ser esférica [35].

Definimos entdo # como o raio da curvatura de fundo, A o comprimento de onda

A
reduzido <2> e o/ como amplitude das ondas gravitacionais.
i

Dessa forma, temos as propriedades [36]:
1. Se & é a amplitude da perturbacao:

hy, < (valor tipico de gf}f))%; (4.2)

2. A escala com que gf}f) varia é # X%

(valor tipico de gf}f))‘

Oags) < 7 : (4.3)
3. A escala com que hy, varia é ~ A
alor tipico de ¢(B)
Oy o 20T HpICO de ) (4.4)

A

Para podermos utilizar essa nova métrica nas equagoes de Einstein, primeiro

devemos encontrar a inversa da métrica para ordem 2:
g = g®" — B 4 hERY — IR + O(R?). (4.5)
Dessa forma, podemos encontrar o tensor de Ricci:
Ru, =Ry, +RY + RE) + ... (4.6)

onde RE’V e R,(}V) e Rl(fy) sao perturbagoes do tensor de Ricci de acordo com a ordem de

grandeza de h.
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Recuperaremos as Egs. (2.6) e (2.7) para o calculo do tensor de Ricci aplicando
a variacao da métrica de fundo, onde o tensor de fundo RE’V mais uma perturbacao ¢ a

variagao, dessa forma, a variacao de Ricci é:

0Ry = 0,01 > — 0,015, + T 0T, ) + T, T, — T (00, N — TN 4 (4.7)

Utilizando entao a métrica descrita na Eq. (4.1) e aplicando na Eq. (4.7) temos:
1
2

onde o primeiro termo que tem ordem h é referente as altas frequéncias pelo fato de h ser

Ry = 5 [~ VuVuh + VaVoh, * + Vo Vb, — Ohy| + O(h2). (4.8)

pequeno, enquanto o segundo termo tem contribuigoes tanto para altas frequéncias quanto
para baixas frequéncias (para baixas frequéncias, em um termo quadratico, hagh,s, um
modo com vetor de onda alto k; de h,s pode se combinar com outro modo com vetor de
onda alto ko &~ —k; de h,s e encontrar um modo com vetor de onda baixo [37]). Os termos

de baixa frequéncia afetam a métrica de fundo, ligado ao tensor energia-momento, ou seja,

(B)
uv

indices e que as derivadas covariantes V, sao calculadas a partir da métrica de fundo.

afetam a curvatura de fundo [37]. E importante enfatizar que ¢B) é quem abaixa e levanta

Como queremos estudar a propagacao das ondas gravitacionais num fundo curvo,
usando a aproximacao de ondas curtas, o tensor de Ricci em primeira ordem é:

1
R = 3 [-Ohy = Vb + VoV, © + VoV, | = 0. (4.9)

iz

Identificamos a propriedade da derivada covariante de segunda ordem de um tensor
de ordem dois:
VaVaSH =VgVoS*" + R LS" + R, 5 S". (4.10)

apB apf
Aplicando na Eq. (4.9):

1
1) « «@ B)ra B)«a (B) af
RY) =5 (~Ohw — VuVoh + YV, Vhay + V, Vo — REKS — REES + 2Rj0)sh*7) .

o

(4.11)
Na construcao das ondas gravitacionais linearizadas, utilizou-se o traco reverso de hy,,
entao é possivel aplica-la aqui também:

_ 1 _
Py = By — §g$)h. (4.12)

Aplicando a Egs. (4.11) e (4.12) na Eq. (4.9):

11 o . . i .
1) B o o (B) af B)rLa B)ja
R = <2gfw)Dh -V Vol + Y, Vohe + 2REB) 7o — Oy, — RERS Rgo)hu) .
(4.13)

Como estamos trabalhando com a propagagao no vacuo, a Eq. (4.13) se torna
igual a 0. De novo, resgatamos da teoria linearizada, por uma escolha apropriada de uma

quadrifuncao, aplica-se o calibre de Lorenz, sendo dessa forma:

Vah = 0. (4.14)
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Dessa forma, chegamos a uma equacao para descrever a propagacao das ondas

gravitacionais em um fundo curvo:
Ohy — 2R 5h* + RS + RBIRS =0 (4.15)

e por causa do vicuo, em algumas situagoes, podemos aproximar a Eq.(4.15) eliminando

os tensores de Ricci, ficando apenas:

Ohy — 2R hP = 0. (4.16)
Em determinadas ocasioes, podemos fazer uma aproximacao de primeira ordem da
Eq. (4.16), ja que R(B)Bﬁo‘ﬁ é de ordem maior que [k, [37].

pow,

Oy, = 0. (4.17)

Ambos os casos abordaremos nas préximas subsessoes, quando escolhemos a Métrica
de Friedmann-Lemaéitre-Robertson-Walker (FLRW)

Métrica FLRW Conseguimos informacoes sobre escalas cosmolédgicas observando a
luz emitidas por estrelas e galaxias. Essas informacoes vem em linhas difratadas indicando
os componentes quimicos nelas contidos, mas devido ao afastamento e aproximagao destes
entes, ha um desvio nas linhas difratadas, mas mantendo o mesmo padrao. Chamamos este
desvio de redshift, ou seja, por conta da velocidade que estao em relagao ao observador, o

seu comprimento de onda se estica ou comprime, que é dado por:

z= A*’A_Am (4.18)
em
Na observacao de uma série de galaxias, observou-se que em sua grande maioria,
tinham um desvio para o vermelho, indicando um afastamento, plotado em um grafico,
notou-se que existia uma relacao entre a distancia e o redshift. Foi entdo possivel observar
um grafico linear:

H,
2= (4.19)
&

onde Hj é a constante de Hubble. Utilizando o efeito Doppler combinado com a Eq.(4.19),

podemos relacionar a velocidade das galaxias com a distancia delas:

v = Hyr. (4.20)

Dessa forma podemos concluir que o universo estd em expansao, e se 0 universo €
homogéneo e isotropico, esta expansao deve ser homogénea e isotropica, entao podemos
supor um termo de expansao que varia com o tempo a(t). Como em todas as diregoes a
expansao € igual, este afastamento se da por uma relagao linear:

v = (d) T (4.21)

a
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No tempo atual, t = t;, comparando com a Eq.(4.19) é possivel observar que:
Hy="2 . (4.22)

e para um tempo qualquer, temos a fung¢ao de Hubble:
Hy = W (4.23)
= a0 .
Em um universo em expansao, a métrica nao pode ser estacionaria, entao os termos

relacionados as coordenadas espaciais ganham o termo de expansao a(t), e para esse

modelo usamos a métrica de FLRW:
ds* = —c*dt® + a(t)*[dr? + S.(r)*dQ?, (4.24)

em que S, determina a curvatura espacial do universo, sendo x = 1 para uma curvatura
fechada, k = 0 plana e kK = —1 uma curvatura aberta e dQ) = d6? + sin®d¢? como e
mostrada na Figura 6. As medidas atuais sugerem que a curvatura ¢é nula, ou seja, plana,
com isso, implica que S, = r. Essa métrica comega a fazer diferengca quando tratamos de
distancias muito grandes, onde comegamos a observar uma isotropia e homogeneidade do
universo e, supondo que esta expansao que é descrita em a(t) seja também homogénea e

isotropica.

Figura 6 — Possiveis formatos de universo de acordo com a densidade de matéria e
radiagao

Average distance between galaxies

137 -10 -5 0 5 10 15
Billions of years from now

Fonte: [38]

Para a luz, ou no caso as ondas gravitacionais, ds®> = 0, pois viajam em uma

geodésica nula. Portanto, a Eq. (4.24) tem a forma:

dt = a(t)dr. (4.25)
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as componentes de {2 para esse caso se mantém constante. A distancia proépria que

definiremos como d, é obtida quando integramos a Eq.(4.25) sobre a coordenada radial:

d(t) = /0 "ds = a(t) /0 "dr = a(t)r. (4.26)

Observamos que a distancia propria d, ¢ dependente do tempo, sendo assim, teremos
diferentes distancias para tempos diferentes, entdo seria interessante entender como ocorre

esta variacao temporal sobre ela.
. _ a
dy(t) = ar = —d,. (4.27)
a
e colocando no tempo presente, temos que a velocidade prépria v,(ty) = a,(to), retornamos
a constatar a Eq.(4.21).

Esta expansao do universo ¢ governada pelas equagoes de Einstein, logo devemos
encontrar as conexoes a partir dessa métrica, posteriormente os tensores de curvatura e

Ricci, mas considerando um universo plano, ou seja, £ = 0. Temos entao:

) =a’Hby;, (4.28)
I = Hdl, (4.29)
e os tensores de Riemman:
Row1 = R0202 = Rozo3 =H + H2> (4-30)
31313 = R2323 = R1212 = —a’H>. (4-32)

4.1 PROPAGACAO DAS ONDAS GRAVITACIONAIS NO FUNDO DE FRW

Vamos agora estudar a propagacao das ondas gravitacionais em um fundo curvo,
mas analisaremos a Eq. (4.16) em uma aproximagao de primeira ordem, ou seja, h,, =0

e aplicaremos a métrica FRW Eq. (4.24) e explicitaremos o operador Laplace-Beltrami
Ohy = 0,V hy, + T VR, — 2T 7N Dy, (4.33)

Pelas Eqs.(4.28) e (4.29) que sao as conexoes quando as coordenadas espaciais sao planas,

cada termo se apresenta como:

ALY —3Hoh™, (4.34)
0, g5 g — | 1= 00 000N + 20,000 H Y, (4.35)
P o = i apaphiu + 2apg(B)pjo.;"]_-]hoj7
n = 0, Hvih“’,
oT HVPR = (4.36)

H
— Ov
w=1 QQVJL :
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Agora, precisamos reescrever essas equagoes para os casos p =v = 0; p = 0,v =1 e
w=1v=7.
Para p=v =20:
1 )
O™ = —8000h™ + =5 0:0:;h™ + H (20;h — 30ph™ — 2Voh™) . (4.37)
a

Aplicando entdo o calibre harmonico, Eq. (4.17) e a Eq. (4.37) se reduz a:

1
900oh® 4+ 3HOyh™ — ga@hoo = 0. (4.38)

Para p=iev =0:
. 1 ) H , 2H
DoOoh™ — —2(9k8kh10 — 2—28¢h00 +3HV h + —QVihOO =0. (4.39)
a a a
E finalmente para p =i e v = j:
. 1 . . 2 ) .
000N — Ol — H (306h7 + 00" — Dih%T) = 0. (4.40)
a a

Podemos trabalhar com o calibre transverso de trago nulo (TT), e dessa forma, s

sobra a Eq. (4.40) com algumas alteragoes, denotando por exemplo a derivada temporal
por 80hij = hl] e 8k8kh” = VthjI

h" — —2V2h” —3HAY = 0. (4.41)
a

A solu¢ao de ondas planas por uma transformacgao de Fourier tem a forma:

hij = eij.@q(t)eiq'x. (442)

onde Z satisfaz [39]:
2

G+ 3HD, + %% ~0. (4.43)

A solugdo dessas equacgoes diferenciais da Eq. (4.43) sdo diferentes para diferentes
eras do universo, ou seja, para cada era especifica, terd um %, e ¢ diferentes.

J& em segunda ordem, usando a Eq. (4.15) com o calibre TT, vemos uma diferenga
na Eq. (4.41), em que agora aparece o termo da curvatura [37]:

Da mesma forma que na Eq. (4.42) é a solugao para a parte espacial das ondas,
como nao ha nenhum termo de derivada espacial além do laplaciano, entdao podemos
embutir na Eq. (4.44) [40]:

.. . 2
G+ 3HD, — (ZQ + 402+ 3da> 9, = 0. (4.45)
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Observamos que ambas as Eqs. (4.43) e (4.45) sdo equagoes de um oscilador
harmonico amortecido, explicitando que H desempenha um papel de amortecimento da
oscilacao e que a escala de expansao definird a frequéncia da oscilagao. No caso da Eq. (4.43)
o fator de escala é o agente responsavel pela frequéncia, sendo diretamente proporcional,
ou seja, querendo aplicar a aproximacao de ondas curtas, deveremos usar fatores de escala
grandes. J& no caso da Eq. (4.45) vemos uma dindmica sobre os fatores de escala, que em

-2

determinados perfodos do universo quando ha uma expansao muito acelerada, — ~ a*,
a

como por exemplo o periodo inflacionario, volta ao limite proposto de ondas curtas.
Pelos problemas abordados sobre a aceleragao de expansao do universo [13], essa
abordagem sobre ondas gravitacionais pela Relatividade Geral talvez nao seja tao precisa,

dessa forma, no préximo capitulo utilizaremos uma abordagem de gravidade modificada [41].
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5 GRAVIDADE MODIFICADA

Com a ideia de renormalizar a Relatividade Geral, Stelle [26] propos uma forma de
quantizar a teoria gravitacional. Nessa construcgao, acrescentou termos de curvatura de
ordem superior na acao de Einstein-Hilbert. Quando sao adicionados termos quadraticos da
curvatura, é possivel fazer uma normalizacao, mas infelizmente se introduz instabilidades

do tipo ghost.

A busca por uma situagdo em que é preciso uma renormalizacao da Relatividade
Geral se da quando é estudado, por exemplo, o universo primordial e inflacionario, e
Starobinsky [25], usando a gravidade modificada proposta por Stelle, com o termo de R?

tem um dos principais candidatos a descricao dessa era.

Por outro lado, na extremidade oposta da linha do tempo, quando falamos de
expansao acelerada do universo, modelos de derivadas de ordem superior do escalar de cur-
vatura f(R, VR, ..., V"R) podem ajudar descri¢ao da aceleragdo da expansao do universo.
Dessa forma, usaremos as contribuicoes que Podolsky aplicou para o eletromagnetismo
de derivadas de ordem superior, e juntaremos com o termo de R? de Starobinsky, para

estudar eras distintas da cosmologia.

Entao a correcdo proposta para as equagoes de Einstein Eq. (2.19), é adicionar
os termos R? e ROR, na acdo gravitacional Eq. (2.3) [41]. Por razdo de simplificagao da

leitura, utilizaremos g(B) = g, omitindo o indice superior (B) na métrica de fundo.

S = X/d“x\/_[ + —R2 f“ ROR (5.1)
K3
A equacao da agao obtida variando g, ¢:
1 Bo
Guw+—H,+—1.,=xT.. 5.2
’ + 2/‘%’0 " + 2/1(2) ’ X K ( )

Sendo essa agao no vacuo e onde G, é dado pela Eq. (2.19),
H, =R(R,+Gun)—2(V,V,R—-yg,0R). (5.3)

é a contribuicao de R? e

1
Ly = =59V "RVaR + VRV, R — 2R,,0R —20(V,.V, R — g,,OR). (5.4)

a contribuicao de RUIR.

Os calculos estao explicitos no trabalho de Vilhena [28].

Aplicando agora a métrica Eq. (4.1), queremos encontrar as perturbagoes de G,

H,, e I, desprezando termos de ordem superior & O(h?), e agora usando que g, é a
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métrica de fundo entao:

iz

G =R — ; (90w (RY + h*’Rag) + hyu R| (5.5)

H() = =R (RG) +GQ)) = (Vuhe + Vb = Vhy ) VaR + 2h, OR
1
+59mVah VR + (R + G + 2908 = 2V,V,) R, (5.6)

IY) = [-guwV RV + 2V, RV, — 2R, 0+ 20(V,V, — g.,O)] R,
1
—5hwVORV R 2RWOR — RV ohVOR — ViV o (V,V, R — g,,0OR)

1
o] [ (Vb + Vbt = Vhyo) VoR = hyuOR = S0, VhVOR| . (57)

Aparecem termos nesta expressao como R ) que é a Eq. (4.15), R, e 'V, que jé foram

substituidos por:

R, =R + Rogh?, (5.8)
RW =g RY) = —Oh + V,Vh’, (5.9)
re - 1 5 (Vuhl + Vb = Voh,) (5.10)
e = fvﬁh (5.11)

e obtendo as equagodes de campo perturbado:

XL = RS — ; |9 (R<1> +h* Rag) + hy R

{ (RY) + GW)) = (Vb + Vohe = Vhy ) Vo R + 2k, OR}
[ GV VR + (R + Gy + 20,0 — QV,NV)RO]
{[ 9w VRV + 2V, RV, — 2R, 0+ 20 (V,,V, — g )] Ro}

{ ~hyVORV,R — 2RU0OR — Ry, VahVeR — VoAV, (V#VVR—gWDR)}

+25° { o0 [ (Vb2 + Vb = Vohy, ) VaR — iy OR — vi hV"‘R} } L (5.12)
K3

Podemos observar que temos termos com derivadas de ordem 6: O(V,V, + g,,) R,
entao uma das abordagens para facilitar a resolucao das equacoes diferenciais seria fazer
uma decomposi¢ao escalar-tensorial do campo [42].Com isso, aplicando o tra¢o na Eq.

(5.12), temos:
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G = g"G() = —RW — 2R, 3h*" — ;Rh (5.13)
HY = R(RY + GW) = 2V,h*V, R + 2h0R + 3V,hV° R + 60R, (5.14)
W = —;hV“RVaR —2RWOR — RV VR + 3V AV, OR —
~0(2V3h**VoR — 2h0R — 5V, hVOR) — (2V*RV, + 2RO + 60°) R,,
(5.15)

e as equagoes do campo escalar ficam:
1
xTW = —RW — 2R, sh*? — S th

1
+5— [R (R<1> 1 G<1>) 9V VR + 2h0R + 3V, hVOR + 6DRO}
0

1
25;2 ~5hV*RVoR —2RVOR — RV.AV R + 3V“WaDR}

0
fo (-0 (2V3h** VR — 2h0R — 5V,hV°R) — (2VRV,, + 2RO + 60°) R, .
2/‘430

(5.16)

Quando utilizamos a métrica de Minkowski, reduzimos as equagoes (5.12) e (5.16)
ao trabalho de Vilhena [42], sendo dessa forma um indicativo de que conseguiremos chegar
em expressoes mais compactas e finalmente resolvé-las. Os préximos passos serao reduzir
a ordem de derivadas, encontrar um calibre em que simplifique as equacoes e temos
expectativas de encontrar equagdes do tipo Klein-Gordon amortecidas, pois as equagoes de
ondas gravitacionais com a Relatividade Geral sem modificacao indica um amortecimento

das amplitudes das ondas.

A continuidade do roteiro apresentado nos ultimos dois pardgrafos fica como

aplicacao futura dos resultados apresentados nesta dissertagdo de mestrado.
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6 CONCLUSAO

Este trabalho foi escrito com o intuito de apresentar de forma construtiva: estudo
das equacgoes de Einstein, estudo das ondas gravitacionais em um fundo plano, e as ondas

gravitacionais em um fundo curvo.

Na primeira parte, foi discutida a dedugao das equagoes de Einstein a partir da
acao Einstein-Hilbert, obtida através da Lagrangeana . = \/—gR, e sua conexao com
a Mecanica Classica, afim de encapsular as equacoes de Newton, ji que a gravitagao de

Newton é valida para varios casos conhecidos.

Na segunda parte, consistiu na analise das ondas gravitacionais em um fundo plano.

As equacoes de Einstein tiveram uma perturbagao na métrica g, = 1w + hy, onde

chegamos a equacao de onda Ulh,, = 0 no vacuo, usando o trago reverso h,, = h, — inw,h
e o calibre harménico 9,h*? = 0. Assim, as solucdes mostravam que as ondas gravitacionais

eram planas e tinham duas polarizagoes, que sao ondas transversais nos modos + e X.

Na terceira parte, iniciamos os estudos das ondas gravitacionais em um fundo
curvo, usando a aproximagao de ondas curtas [35], e aplicamos a métrica FLRW, que ¢é a
mais usada para a cosmologia e admite a expansao do universo [29] e percebemos que o
fator de escala influencia tanto na frequéncia quanto no amortecimento, independente da

aproximacao proposta.

Por 1ltimo, introduzimos as ondas gravitacionais na Teoria da Gravidade Modifi-
cada, assim como Vilhena [42] fez em seu trabalho para um fundo plano, adicionando termos
na agao de Einstein-Hilbert, em particular, a adi¢ao dos termos R* e ROR (Starobinsky-
Podolsky) na acao [41], onde agora focaremos em uma abordagem geral em relacao a

métrica.

Com isso, pretendemos trabalhar futuramente em uma descricao mais robusta das
ondas gravitacionais de fundo curvo (em especial usando a métrica FLRW) na gravidade
modificada. Isso permitira uma melhor descri¢do de periodos cosmolédgicos distantes, como

por exemplo o universo primordial.
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APENDICE A - ALGEBRA TENSORIAL

Serao considerados sistemas quadrivetoriais, ou seja, um sistema que tenham 4

coordenadas e que seja possivel transitarmos de um sistema para outro:
—j 401,23
T = f (ZE W, T ) (al)
o = pF (30 2t 3 70) (a.2)

A transformagao é um caso especifico do Jacobiano e que deve ser continuo, para que a

sua derivada nao seja nulo.

DEFINICAO DE ESCALAR, VETORES CONTRAVARIANTES, E VETORES COVA-
RIANTES

Quantias escalares: Os escalares sdo uma quantidade que podemos medir com
uma escala, este nimero nao depende de qualquer sistema de referéncia, dessa forma, a

métrica no espaco de Riemann

ds* = guda'da’ (a.3)

ik
é um escalar e sua medida é constante em qualquer sistema de referéncia. Vetores
Contravariantes Considere um deslocamento infinitesimal 2 + dz’ em um dado sistema
de coordenadas. em um outro sistema de coordenadas, este deslocamento = deve seguir a

seguinte expressao:

3 i
dz" = af,dxj (a.4)
a2
que podemos reescrever como:
L 0T
dz' = -dz? 5
v jgo Er i (2.5)

Podemos afirmar que qualquer conjunto de quatro quantidades (i = 0,1,2,3) que trans-

forme igual a equagao (a.5);
- 3 ai’z
&= Z oxJ

j=0

3 (a.6)

é um vetor contravariante. Por convencao, denota-se componentes do vetor contravari-
ante com indices em cima da letra que representa o vetor(&?,7’). A soma de vetores

contravariantes também é um vetor contravariante.

Vetor Covariante Considera um ponto M no espago definido pelas coordenadas

z' em um particular sistema de coordenadas. Considere uma fungao ¢(z") no ponto M
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no espaco e definida na vizinhanca de M; sendo uma fun¢do de um ponto, seu valor nao
pode mudar em quaisquer sistemas de coordenadas. Isso é entretanto o que nds queremos

chamar de campo escalar.

Considerando agora como quatro quantias A’ = gj’i que transformam sob uma

mudanca de sistema de coordenadas (z%) para Z'. As quatro quantias correspondentes do

sistema de coordenadas com barra serdo da forma:

8¢ S99 9
oz~ 2 9w 0 (a.7)
que da:
_ O
A=Y A (a.8)
7 oxi~

Para os vetores covariantes, denotamos o indice embaixo da letra que o representa.

Teorema O produto Y ; ' A; formado por um vetor contravariante e um vetor

covariante é um escalar invariante.

Definicao de Tensores Considera-se um P multilinear:

i1...0q 1 1 1 a
P = (T} i) (&l €l (), (2.9)

7

sendo as quantias de § os vetores contravariantes, 7 os vetores covariantes e T} "7 é o

a+b

tensor que tem um conjunto de n elementos que sao covariantes e contravariantes.

Casos particulares:
o Tensor de ordem 0 é escalar;

e Tensor de ordem 1 pode ser tanto um tensor contravariante 7% como um tensor

covarianteT;

+ Considerando a métrica g,, no espaco de Riemann, temos a equacao (a.3) com a

notagao de Einstein, quena repeti¢do de indices, a somatoéria é implicita:
ds® = ggdx'ds® = (tamanho invariante). (a.10)

que logo na defini¢ao de (a.9), indica que g;; é um tensor covariante de ordem 2.
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LEI DA TRANSFORMACAO GERAL PARA TENSORES

Para decretar com seguranca que é um tensor, uma transformacao de sistema de

coordenadas deve conservar P invariante, entao:

(T3 ) (L&) () = (T2 (€lh €l ) s e (a.11)
que pode ser reescrito como:
s orir  Oxpdv oxr™ Qg% o
Til (axﬁl "'ax5b> (ag—;n ai-'ia> =T5,. (2.12)

Para um caso mais especifico, a lei da transformacao de um tensor com 3 indices fica da

forma:

Fap _ 0% 0" 0a*

7 = B 0w 0 Lk (2-13)

ALGEBRA TENSORIAL

Equidade Tensorial Dois tensores A e B sao chamados de iguais se seus indices
forem iguais:
A = BY? (a.14)

Propriedades:

1. A soma de dois tensores com o mesmo numero de indices covariantes e contravariantes

é um tensor
A2 4 BY = 9P (a.15)

2. O produto escalar de dois tensores é também um tensor;

~afBuv __ af Quy
G =T3P Sk (a.16)
DECOMPOSICAO DE UM TENSOR EM UMA SOMA DE PRODUTOS VETORIAIS
Teorema: Em um espaco n-dimensional, qualquer tensor de grau g > 1 pode ser

escrito como a soma dos produtos de tensores com ¢ fatores cada n4~! é em geral o menor

nimero de produtos vetoriais que um tensor pode ser decomposto

CONTRACAO DE INDICES

i1...5a—10

o Teorema: T; """
i1 dg—1
L

é um tensor de ordem a + b — 2, que pode ser denotado como

Ou seja, tensores que tenham indices iguais podem ser contraidos.
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ABAIXAMENTO E LEVANTAMENTO DE INDICES - TENSORES ASSOCIADOS

A métrica g,, abaixa os indices contravariantes tornando indices covariantes

T, = guT" (a.17)

e a inversa da métrica g"” levanta os indices covariantes tornando indices contravariantes

gr, =T" (a.18)
DERIVADA COVARIANTE
A partir da transformagao de um vetor contravariante:
g = gijé , (a.19)

Podemos estipular uma transformacao inversa

(&) - () o

Aplicando a inversa em (a.19) nos dois lados, temos:

_ O0x” oxt\ [ Ox
1 — Vi §PEY = £P 21
Entao finalmente:
5,0 %fﬂ (a22)
OxH
que ¢ a inversa de (a.19). Podemos substituir a diferencial em (a.22) para
ox”
f(z) = e (a.23)
Entao considerando que podemos deixar f pequeno o suficiente, temos
df (z) = 8?;;”) dz” (a.24)
com (a.24) sendo também infinitesimal, obtemos:
o (0zx° xf
de¥ = o4 ! .25
¢ = o (o ) &+ e (0.29)
0%ar

= d&f =

895 _
e 1
5579 5 dz” + o —d¢

Por (a.25) é possivel afirmar que:

|O diferencial de um vetor ndo é um vetor |




45

0%z

oxrozY

aplica por exemplo em um sistema euclidiano ou lorentziano. Para estudar o vetor em que

Na verdade existe uma condicao em que d&” seja vetor, quando =0, e isso
ele conserve seu angulo com a superficie, que nao necessariamente ¢é plana, utilizamos o
Transporte Paralelo. Percorrendo uma distancia dz* do ponto inicial dz*, o vetor &~
depois de transportado por um dz* se da na forma &* + d&* se da na forma £# 4 0€#, e o

vetor que foi apenas arrastado se torna &* + d&*. Portanto essa diferenca é dada por:
Dgr = (& +dg") — (& + 6¢") = dgm — 6" (a.26)

Sendo D& um vetor contravariante, a lei de transformagao (a.19) deve valer para

este caso também:

ort - v
DEr = D a.27
& = 0 D (2.27)
) 200 _
E isso s sera possivel se &' tiver um termo que cancele BT a_yf“di” presente em d€.
xHOx

Como esse termo ¢é linear tanto para £ quanto para dz*, 6" deve haver uma expressio:
08P = I, &rdx” (a.28)

onde I'?, é chamado de conexao e ¢ definido através de sua lei de transformacao que garante
(a.27). Entao no sistema tempo-espago plano discutido acima, 6* = 0 = s, =0, pois
DEF = dEF, ou seja, o transporte paralelo se mantém sem nenhuma alteragdo do vetor em

relacdo ao ponto anterior.

Reescrevendo (a.26) substituindo (a.28):
D¢t = dgr 4T £Pda” (a.29)

e podemos entao determinar a lei de transformagao de (a.29) como:

oxt 895“ —
D¢ =S —(dg¥ + Ty, 6dz) (2.30)
ou 8 a
det + ¥ ¢Pda” = ;f g + air” £odz” (2.31)

Aplicando a lei de transformacao, vemos que:

oxt 0%xt oxP - ox” ozt oxt
o a J=p m @ VvV Qo g=p
(axydg oo EodT ) e (Mag ) <a ) g+ ST, £ (a32)

Trocando os indices mudos p e 3, temos:

0?zh 0z - ox? oxt
“dz? + T, | =—&~ x| = —F” “dx” .33
dpeaes 0 s <8xa ) (axp ) dv b (2.33)
sendo £ e dz” evidente em todos os termos;
O+ . 0P dx” Ozt

S = FV . 4
9mr0ze | vigTa g opv o (2.34)
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Aplicando agora a inversa da matriz de transformacao de coordenadas:
drr\ " 97
~ = (a.35)
oxY oxH

0x7\ 0%t 9z ., 0z’ dz” 0z \ Oxt -,
((‘3&:#) 0xPOxT™ + (8;{;#) Fl’ﬁa‘fa ozP - (0:1:#) aj”r’ga (336)

e finalmente temos a lei de transformagao da conexao

Isolamos T:

-, _ 027000 0n’ 027 OPar
vae ™ e gz 9z VP Qxn OzB T

Interessante observar que na lei de transformagao da conexao é diferente de um tensor, ja

(a.37)

que h& um termo independente, logo a conexao '), nao é um tensor.

Reescrevendo agora
gt = 0,&"dx” (a.38)

que nao ¢ a lei de transformacao, podemos substituir em DEH:

Dg! = 0,6 + Tl da” = (98" + T4, ) da” (a.39)
ou Dgﬂ
— Ho TH P — p 4
d[lj'y Vf + Vpg VVS (a 0)

que ¢ definida como derivada covariante de £°. O primeiro termo é uma derivada ordinaria

0,&", e o segundo termo € a contragao de I', com &°.

Para obter a derivada covariante de um vetor covariante.V,§,, analisamos o deslo-

camento paralelo do vetor covariante (arbitrario) £,. Lembrando que:
& = gLt = ¢, (a.41)
sendo &2 um escalar e constante. dessa forma, o operador diferenca ¢ atuando em &2 é
5(€%H =0. (a.42)
Devido a linearidade de §, aplicamos a regra do produto em (a.42)
0(£%) = 8¢, + €168,

ou
(0§, = —E10E, (a.43)

e isso mostra que:

§1(0€,) = —(I',£°d=")E, = &1 §Pdx” = &, &Hda” = 06, =T &, dx” (a.44)
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Colocando em D§,, temos:
D¢, = d§, —17%,¢,dx" (a.45)

Entao a derivada covariante V,§, é:

9]
DE, = s — T, Eyde = Tda® — T, ¥ = (V.5 (a.46)

Comparando as derivadas covariantes de um V' covariante e V' contravariante:

Vugu = augu - Ffwfp (a47)

V£ = 0,6 4 Th ¢ (2.48)

A partir deste momento, usaremos ao invés de or apenas como 0J,. Com isso, é
x

facil generalizar V, para tensores de ordem maior;

Vof;w = Uéuu - Fgugpu - Fg,,fp,u (350)

DEP ¢ por definigdo um vetor contravariante, entao ele pode ter o indice abaixado

pelo tensor métrico g,

D¢, = D (g,u€") (a.51)

Se considerarmos que o operador de derivacdo D ¢é linear, podemos entao aplicar a

regra de derivacao do produto em a.51:

D (g,uuéy) = (Dguu) £+ g,wDé” (3.52)

Se compararmos com D§,, = g,,£”, podemos observar que:

Dg,, = 0| (metricidade) (a.53)

Para analisar a derivada covariante, reescrevemos a.53 como:

Vo9 = Dgudz® =0 — |V,g,, = 0| (metricidade) (a.54)

Com isto, identificamos o Postulado da Metricidade na Relatividade Geral. Pela
metricidade, podemos explorar como os Simbolos de Cristoffel atuam na métrica, ja que

ambos sao simétricos. Entao pelo postulado da metricidade temos que:

Vag;w = aag;w - FZJng - nggpu =0 (a55)
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Isso permite a troca ciclica dos indices nao contraidas:

vag/u/ = aag/u/ - Fzggup - nggp,u =0
vuguo = auguo - Flpwgap - nggp,u =0 (8‘56)
Vidor = 0gor — Legup — Lpgpe =0

Multiplicando a primeira equagao por (1/2) e as duas outras por —(1/2), somando

e multiplicando por g teremos:

opl
I, =g7=

5 (Ov9ou + Ougov = s Guw) (a.57)

Dessa forma, a Conexao ou os Simbolos de Christoffel sao mais usaveis nos calculos da
Relatividade Geral.
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APENDICE B - EQUACAO DA GEODESICA

A definicao de Geodésica é a menor distancia entre dois pontos. Imagina-se que
esta serd uma reta, mas este fato nem sempre é verdade, como por exemplo a superficie
da Terra, que trata-se de sistemas nao Euclidianos. Sabe-se também que em objetos muito
grandes, como estrelas, o tempo-espago se distorce, tendo uma curvatura, que transforma

em um espago nao Euclidiano.

Para determinar qual a menor distancia entre dois pontos em um espago riemanni-

ano, devemos recorrer a seguinte variacao:
0 / ds =0 (b.1)

onde ds ¢ a raiz quadrada do elemento de linha ds = /g, dx*dx”. Recorrendo a equacao

de Euler-Lagrange, vemos que a partir de um funcional:
[= / L (2,d,t) da, (b.2)

I é minimizado de tal forma que:

51 =0 (b.3)

que é o principio de minima agao. Dessa forma, sendo L = L(z,%,t) temos:
d (0L oL
— (=)= =9 b.4
dt (85B> Ox (b4)
Reescrevendo a Eq. (b.1), temos:
5/ds—5/,/ d:vﬂdx”—é/ det da” o (b.5)
=0 Vi — 0\ as T '

~ ~ - X .
para nao sobrecarregar notagoes, utilizaremos s a#. Logo, notamos que /g, 7#z" = L,

mas ¢ complicado trabalhar com esta equagao, entao podemos estudar um funcional F

que pode ser implicito a L, dessa forma, assumindo que Ela # 0, derivando L(F'), temos:
dOL\or  (dOF\oL oLor _ b
ds OF ) Oz dsOit | OF  OF Ozt '
d dL d . . OL
Podemos usar que s dsdl além de deixar em evidéncia 9

dL (d OL\ OF  OL (d OF OF
(ivor) 33e * o (o~ we) =" o7

ds \dsoF | oin T oF
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ds?
Pela Eq. (b.5) percebemos que L = {/— = 1, isso implica que a primeira parcela da Eq.

ds?
) - . oL ,

(b.7) é nula, entao a lagrangeana se resume a parte entre parénteses, porque oF ¢ nao
nula. Neste caso, podemos fazer:

F =g,3"t". (b.8)
Aplicando a lagrangeana em F' temos:

29,ut" + 20,9, 3" 5" — 0,9, "L =0 (b.9)

Na segunda parcela da conta, podemos dividir em duas metades e renomear indices mudos:

29pu,3" + 09 d"'t” 4 0,9,, 2" 2" — 0,9 2"T” =0 (b.10)

Dividindo a equagao (b.10) por 2 e multiplicando por g”*,

. 1 e
621’# * 59/\/) (Ougov + OvGou = Opgur) 3" =0 (b.11)
) R dzt
onde reconhecemos a Eq.(a.57), e voltando de #* = T2 © it = 5 finalmente obtemos
s s
a equacao da Geodésica.
d?z* ., dxt dz”
=0 b.12
ds? o ds ds ( )



o1

APENDICE C - TENSOR DE CURVATURA

Se um vetor £# é transportado paralelamente ao longo de uma geodésica, seu angulo
com a tangente da curva u*. Com isso, o deslocamento do transporte paralelo em uma

curva infinitesimal fechada + é dado por:

Agh = jf 5eh (c.1)
Y
Substituindo a equagao (a.29) em (c.1), e usando a métrica para abaixar o indice de A
temos:
AE, = 7{ 5, = 74 T7 € da” (c.2)
v gl
A partir da equagao (c.2) é possivel empregar o Teorema de Stokes com a generalizagao
quadridimensional;
]{ I ¢ dz” = /S [0 (15,6,) — 05 (T%,¢,)] da*” (c.3)
Lembrando que I, e §, sdo fungoes para um ponto, podemos usar a regra da derivada na
multiplicagao:
1 (0%
A& = 2 /5 [(a‘lrgu) &+ Fg’uaafp — 0p (Fgu) &~ Fguaﬁgp} da®” (c4)

Reorganizando a (c.4);

AE, = ; /S [(0a1%, = 0512,) & + 14,008, — T4,8,] da” (c.5)

Como a mudanca de {, ¢ devido a um transporte paralelo sobre um caminho geodésico

que compoe 7, é esperado que a derivada covariante se anule, ou seja:

Ffwgp = a,ugu ((36)

Usando entdo (c.6) em (c.5) encontramos:

1 by A «@
A& = 5 [ [(0uT5 = 951%,) & + 15, (T0,6) = T, (Th,6)] da*? (e
Renomeando os indices mudos:
1 a
Agu =3 /S [0a1%, — 05T%,, + T3, T0, — T2, T%,] &,da®” (c.8)
ou: .
g =3 [ RuplEda”. (.9)

onde usamos a defini¢ao:

Rosn = 0al's) — 0,0 + Ty, AL — Faﬁ\l’ﬁ)\p. (Tensor de Riemman) (c.10)
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Como nao foi levado em conta que o contorno v é um caminho infinitesimal, se reflete
no célculo da integral na Eq. c¢.8, que neste caso, a area da superficie S limitada em ~

também é infinitesimal. Entao se calcular a integral, temos:

A, = ;/SRaBude& 1 aﬁué},/ da®” (S infinitesimal) (c.11)
ou
Ay = 5 Rs, A0, (c.12)
onde
Aa? :/Sdaaﬁ (c.13)

¢é a area da superficie infinitesimal de S de borda ~.

O tensor de curvatura RZW da a medida da variagao A&, sofrido pelo vetor &, sob

o transporte paralelo ao longo da curva geodésica fechada de uma superficie curva de area
Aa®?.

Um método alternativo para o tensor de Riemman é calcular o comutador de duas

derivadas covariantes:
[vow vﬂ] g = (vavﬂ - vﬂva> §'=V, (Vﬁf“) - vﬁ (va§u> = Raﬁg P (C~14)

O Tensor de Riemman, que como vimos depende de I' e sua derivada 01", quando
aplicado em um espaco plano de Minkowisky, onde a métrica é constante, fica evidente
que:

(espago-tempo plano) == R4 = 0. (c.15)

Como todo tensor, o Tensor de Riemman também pode ter os indices abaixados e
levantados quando se aplica o tensor métrico, que por uma conveniéncia iremos abaixar o

seu Indice:
Raﬁou = gll«VRaﬁaM (C.16)

Mas este abaixamento implicaria também nos Simbolos de Christoffel, que nao ¢ um tensor,
mas pela definicio dada pela Eq. (a.57) vemos que existe um tensor métrico multiplicando
todos os elementos, dessa forma, é possivel apenas abaixar o indice dos Simbolos de
Christoffel:

Lopy = gWI‘aB”, (c.17)
mas os indices inferiores de I'” s 120 podem ser levantados por g*”

O tensor de curvatura satisfaz as seguintes propriedades:

1. O tensor de Riemann é antissimétrico no ultimo par de indices:

Ra,@o’u = _Raﬂya (C18)
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. o tensor de Riemann é antissimétrico no primeiro par de indices:

Ra ov — -R avo c.19
B B

. O tensor de Riemann R,s,, ¢ simétrico pela troca do primeiro par com o segundo
par de indices:

chﬂau = Rz/aaﬁ (C20)
. A soma da permutagao ciclica dos indices inferiores de Ry, ¢ nula:
Ra,@rl; + Raau + Rﬁao/j =0 (C21)

. Vale a identidade de Bianchi:

VoR, P+ VR, + VR, =0. (c.22)

nv
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APENDICE D - TENSOR DE RICCI E O ESCALAR DE CURVATURA

O tensor de Ricci é obtido pela contragao de indices do tensor de Riemann:

R, =R,.° (d.1)

ouy
Ja o escalar de curvatura é o traco do tensor de Ricci:
=R (d.2)

Pelas propriedades de simetria e antissimetria do tensor de curvatura, podemos observar
que:
g‘uVRw,ag =0= gaBRWag, (d3)

limitando o niimero de contragoes nao-nulas para o tensor de Riemann. Dessa forma, é

possivel chegar a conclusao que o tensor de Ricci é um ternsor simétrico de ordem 2:
R,, = R,,. (d.4)
De forma mais clara:

Ry = Ropl = 8.1, — 9,2, + T2 %, — T2 % (d.5)

apy ap™ pv pTvo

Para uma conclusao mais rigorosa, devemos mostrar que os indices p e v sdo simétricos
para que satisfaca a simetria dos indices do tensor de Ricci. O terceiro e primeiro termo, a
simetria é mais evidente, no quarto termo, precisamos fazer uma renomeacao adequada de
indices mudos:

e, =10, =10, 10, =110, (d.6)
Agora falta apenas o segundo termo, e para isso precisamos iniciar com a defini¢cao dos

simbolos de Christoffel dada na Eq. (a.57) e com alguma manipulagao de indices chegamos

a:
«a 1 ap
Lo = 59 (aagup + augpa - apgua)
= §gp apgl/oz + 59 pazzgpa - 59 papgow
1 1 1
= igapapgau + igapaugpa - igapapgou/ (d7)

Dessa forma, o primeiro e terceiro termo se cancelam, sobrando entao:

1
Fgu = igapaugap (d8)
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Precisamos ainda de uma relagao entre a Eq.(d.7) e a simetria dos indices da Eq. (d.8), entao
lancamos mao do determinante da métrica g. Como o tensor métrico g é essencialmente
uma matriz 4 x 4, podemos encontrar seu determinante a partir da matriz de cofator:

1
1= cT d.9
g dot g (d.9)

onde C é a matriz de cofatores, que reorganizando, pode ser escrita como:

3
g = det g = Z GuvCuv, (le)

v=0

entao derivando a Eq.(d.10) com respeito a um elemento genérico g,g, temos que:

dg 2 09,

= Zguu W:Z

aga,@ 89116 =0 agaﬁ

Cuv = Cap- (d.11)

O motivo do cofator ¢, nao ser afetado pela derivada ¢ que nao contém qualquer elemento
da matriz g. Agora, a partir da Eq. (d.11) torna vidvel calcular a derivada de g com

respeito a coordenada x”:

99 _ 99 Oguw Gy
_ =, ’ d.12
Oxr  0g,, Oz G oxP ( )
substituindo em uma equagao equivalente & Eq. (d.10):
1 1
gt ==CT equivale & g;,,l = —Cu
g g
Cup = ggljyl, (d.13)
substituindo a Eq. (d.13) na Eq. (d.12):
dg -1 ag;w
— = ) d.14
OxP H Oxp ( )
Mas lembramos que g,,; = ¢g**, entdo:
0,9 = 99" 0,9, (d.15)
Sendo o traco de g, — 99" = 4 e aplicando a derivada no traco, observamos:
0pg" Gur = (OpGyuv) Gy + 9" (0)pGpu) = 0 (d.16)
ou seja:
gﬂyapg/,blj = _guyapgluy (dl?)

substituindo a Eq. (d.17) na Eq. (d.15):

9pg = — 99w 0pg"" . (d.18)
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Como sabemos agora a derivar g em relagdo a coordenada z”, podemos determinar a

derivada de /—g:

@p\/—_ = ap (—9)

—1 1 1

= —57_ _gapg,

(NI

(d.19)

substituindo (d.19) em (d.18):

1 1
8p V=9 = 5 \% _ggwjapg;w = _5 V —ggwapg’“j (dQO)
Rearranjando (d.20):
1 1
fguvapgw - -
2 V=g

que identificamos com a Eq. (d.9) e finalmente desta forma fica evidente que o tensor de

/=3 (d.21)

Ricei é simétrico.



o7

APENDICE E - O TENSOR DE EINSTEIN

A partir da identidade de Bianchi, (c.21), contrairemos os indices 3 e pu:
VR, "+ V,R,™ +V, R, = (e.1)
e identificamos que com a soma de indices, o primeiro termo transforma no tensor de Ricci:

R, " = RO (e.2)

[z

e pela antissimetria, o segundo termo também se transforma no tensor de Ricci:

R, = —R,™ = —RS (e3)

P pp
Entao a identidade de Bianchi torna:
VR, —V,R;+V, R, ™= (e.4)
Com uma nova contracao entre os indices v e «, temos:
V,R, -V, R +V,R, " =0 (e.5)
e identificamos o escalar de curvatura no primeiro termo e um novo tensor de Ricci no
ultimo termo:
V,R—=V,R -V, R =0 (e.6)
Substituindo os indices mudos p e v por o, e introduzindo o fator 47, temos:
6OV R = VR — VR =
a 1 ag
Vol + Vo (~50R) =
a 1 a
Vo (B - 507R) =0 (e.7)
E entre parénteses, obtemos o tensor de Einstein G, e como foi construido pela

identidade de Bianchi, notamos que aplicado a derivada covariante é zero, ou seja, o tensor

de Einstein é covariantemente conservado:

o o 1 o
Gp :Rp —559}% (68)

e pela defini¢do acima, aplicando na Eq. (e.7):

V.G =0 (e.9)

Esta equacao é chamada de identidade de Bianchi contraida.
Como G ¢ um tensor, podemos abaixar e levantar seus indices usando a métrica:
Gy = gWGZ (e.10)

além de que na sua defini¢ao ¢ usado o tensor de Ricci, implica que G, é simétrico.
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APENDICE F - O TENSOR ENERGIA-MOMENTO

Tendo em vista a identidade de Bianchi contraida, é possivel imaginar que haja
um tensor de mesma ordem que na sua derivada covariante também se anule, ou seja, é

também um tensor que é covariantemente conservado:
V.G =V,17 =0 (f.1)

Dessa forma, esses objetos podem se diferir no maximo por uma constante multiplicativa
X:
Gy =xT; (f.2)

Usando a métrica para abaixar os indices:

Iuo Gy = XGuo T, == | Gp = XTyp (£.3)

Com esta construgao, a equacdo em destaque sao as Equagoes de Einstein para a

gravitagao, se T}, for o tensor energia-momento.
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APENDICE G - LIMITE DE CAMPO FRACO

Quando estamos na auséncia de fonte gravitacional, o tensor de Einstein consegue
descrever a gravitacdo. Mas como tende ser uma teoria generalista, a Relatividade Geral
precisa encapsular a Mecanica Newtoniana, ou seja, descrever a gravitacao que permeia
por exemplo o nosso sistema solar, que da uma pequena curvatura no espaco-tempo. Dessa
forma, podemos resolver as equacoes de Einstein para o campo fraco, condizente com a

Mecanica Newtoniana.
Sabemos que:

Ry o< 9,17, o Oigm,. (g.1)

Dessa forma, podemos supor que a métrica faz o papel do potencial gravitacional @, ja
que na Equacao de Poisson temos V2®. Como descrito acima, no limite do campo fraco

podemos supor uma pequena perturbacao na métrica de Minkowski, ou seja:
Guv = Ny + hum (g'2)
onde 7, ¢ a métrica de Minkowski com assinatura (—, 4+, + ,+) e h,, é a perturbacao.
Supondo uma particula com v < ¢ em um campo fraco, o elemento de linha ds? é:

ds® = —c*dt* + da® + dy® + d2° — ds® = g, datda” =~ 1, dz"dz”

de®  dy?  dz?
2 2, 2
ds® = —c*dt* + <dt2 + 72 + o dt, (g.3)

ou seja, para o campo fraco, podemos fazer a aproximacao de ds? ~ c2dt>.
Resolvendo a geodésica para o campo fraco, Eq. (b.12), temos:
d*z* y dzt dx”
4 - =
ds? M ds ds ’
P dotdzt
c2dt? Moedt edt
d%a? dat dx”
dt dt dt

Como as combinagdes espaciais, ou seja, os indices (1,2,3) sao velocidades baixas, o segundo

termo é muito pequeno, entao as coordenadas que devem ser estudadas sao as temporais:

d2)\ dOdO d2/\ dt2 d2)\
* MV ) — w+1“§0c2<> =0 = " 4TAE=0. (g5)

az TRy dt? dt dt2

Entéo resolvendo a Eq. (a.57) para 'j,:

1
F())\0 = §g>\p (aogpo + aOQOp - pQOO) 5 (gG)
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entdo supomos que o campo ¢é estatico, logo:

é?og,“, = 0. (g7)

Por causa da derivada temporal ser nula, seguiremos com indices latinos para representar

coordenadas espaciais (k ao invés de p), logo:

1
g0 = —igAkakgoo- (g.8)
Incorporando a métrica do campo fraco:
1
5o & 5 (77/\k + hAk) (PooOkMoo + 1000k hoo)
1
— _5 (77/\16 + hAk) (akh’OO)
1
=3 (ﬁAkﬁkhoo - hAk@khoo) : (2.9)

Pelo fato de que |h*”| < 1, o segundo termo é desprezado e chegamos a:

1
Iy ~ ) (U”kﬁkhoo) } (g.10)

Como estamos lidando com a métrica de Minkowski no sistema cartesiano, ou seja:

-1 0 0 0
0 100
, =M = , A1
Muw = 1) 010 (g-11)
0 01
ou seja, é ndao nulo apenas na diagonal, a Eq. (g.11) se resumem as equagoes:
1
Loy ~ 5 (7700307100) (g.12)
¢ 1
J oy = ik
[ = 9 (77 6’khoo) : (g.13)
Pela Eq. (g.7), a Eq. (g.12) também se anula. Substituindo agora a Eq. (g.13) na Eq. (g.5),
temos: 2o 1
X .
ez §C2n3’“8khoo = 0. (g-14)
Para 7 = 1:
>zt 2 d*zt 2
dt2 — 5771181%0 = B — Ealhog = 0 (g15)
Similarmente para j = 2,3:
2?2
— —0Oohgo = 0. 16
pTE 21200 (g.16)
d*x® 2
- faghoo = 0. (g 17)

dt? 2
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Dessa forma, explicitando a soma temos:

d2 1 2 R d2 2 2 R d2 3 2 R
( S ;alhm) i+ (”T - Cthoo) j+ (fg = Caghm) k=0

dt? dt? 2 dt? 2
d*x c? ?x Vh
( @ Vh%) - = @ ) (£18)

Comparando com a equacao de campo gravitacional Newtoniana, numa fonte de simetria

esférica, temos:

d’c
& = ArGp,

onde p ¢ a densidade de massa e G é a constante da gravitagao universal.

Entao chegamos a conclusao de que:

29 8TGM
hog = — — = — .20
ou seja:
811G
Joo =~ — (1 t—2 p) : (g.21)

Para completar o argumento que as equacoes de Einstein sao validas em uma
aproximacao newtoniana, utilizaremos a métrica de campo fraco nas proprias equagoes de
Einstein (f.3). Para calcular o tensor de Ricci o escalar e tensor de curvatura, substituimos
a Eq. (g.13) na Eq. (d.5):

Roo = 9aI5y — dol'qo + Féo o Fgo 20
RQO = @Féo — 801—?0 + FGOFJM — 1“3\01“&0 (g22)

Como I' é expresso em termos de h,,,, o produto de I'T" é desprezado e a derivada temporal

uvs
¢é nula, por se tratar de um campo estatico, podemos aproximar para:

Substituindo a Eq. (g.13) na Eq. (g.22):

Extraindo o trago da Eq. (f.3) e substituindo de volta nas equagoes de Einstein, é

possivel encontrar o tensor de Ricci isolado do lado esquerdo:
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1
R;w =X (T;w - QQ;WT) ) (g25)

onde o tensor 7}, é o tensor de energia momento para a poeira, com isso [43],

escolhendo os indices 1 = 0 e v = 0 chegamos a:

1
Roo = §X,002‘ (2.26)

Igualando agora a Eq. (g.26) com a Eq. (g.22), vemos que:

87
X = A (8:27)

Com este resultado chegamos as equagoes de Einstein com suas constantes explicitas:

8nG
Gw/: A T;uz- (g28)
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TENSOR DE RICCI NA APROXIMACAO DE ONDAS CURTAS

Recordamos a Eq. (2.7) e aplicaremos a métrica perturbada:

Vidloy = 5 [ViViuh + ViVahh = ViVah2 + Vi (=0 + B2RE = B*hhg,g™) x

DN | —

X (V)\hpu + Vugpx - vphu)\)]
(8-29)
1
Va0l = 5 [VaViliy + VaViuli — Ol Va (=0 + W20, — 120 s g™ ) x
X (V,{hpu + Vugpn - vphﬂﬂﬂ
(g.30)

Juntando e rearranjando os termos, temos:

ORu = V.03, = V0T, =

UK

(~Ohu + ViV,h = VOV by = VAV, ko) +h(0%)

DN | —

R
(g-31)
que esta disposto na Eq. (4.7).
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