
UNIVERSIDADE FEDERAL DE

ALFENAS
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RESUMO

A dissertação apresenta a otimização da densidade de estados de fônons experimental do

alumı́nio para se descrever o comportamento da capacidade caloŕıfica em função da tem-

peratura e outras propriedades termodinâmicas obtidas experimentalmente. A conexão

da capacidade caloŕıfica, CV , e a densidade de estados de fônons, g(ν), se dá por uma

equação integral de Fredholm de primeira ordem, o que implica que a obtenção de g(ν)

a partir de CV será um problema mal-colocado. Utilizou-se a Regularização de Tikhonov

para se refinar a densidade de estados de fônons experimental. No caṕıtulo 3 aborda-se

o cálculo do segundo coeficiente do virial quântico para um potencial recente do sistema

He–He. O tratamento quântico permitiu a comparação dos dados calculados com re-

sultados experimentais em temperaturas próximas a 10 K, temperatura onde os efeitos

quânticos são importantes. O estudo foi realizado para verificar a qualidade do poten-

cial. No caṕıtulo 4 estudou-se a sensibilidade do segundo coeficiente do virial em relação

ao potencial interatômico para temperaturas abaixo de 100 K, o método semiclássico foi

utilizado. Buscou-se a melhor região dos dados do segundo coeficiente do virial para se

refinar um potencial interatômico entre 2 e 5 angstrom. O problema inicialmente não-

linear foi linearizado pelo método da análise sensitiva funcional, e assim representado,

pode ser investigado. Neste caso, explorou-se a Regularização de Tikhonov para se obter

uma solução apropriada para o potencial interatômico.

Palavras-chaves: Segundo coeficiente do virial. Potencial interatômico. Capacidade

caloŕıfica. Densidade de estados de fônons. Problemas inversos. Análise sensitiva. Regu-

larização de Tikhonov.



ABSTRACT

This dissertation shows the optimization of experimental phonon density of states for

aluminum, to describe the behavior of heat capacity versus temperature as well as other

experimentally obtained thermodynamic properties. The connection between heat capa-

city, CV , and phonon density of states, g(ν), is given by a Fredholm first order integral

equation, which means that obtaining g(ν) from CV will be an ill posed problem. We

used the Tikhonov regularization to refine the experimental phonons density of states. In

chapter 3 the calculation of the quantum second virial coefficient is discussed for a recent

potential of the He–He system. The quantum treatment allowed the comparison of the

calculated data with the experimental results at temperatures around 10 K ; temperatures

where quantum effects are important. The study was conducted to verify the quality of

this potential. In chapter 4 the sensitivity of the second virial coefficient was studied

in relation to the interatomic potential for temperatures below 100 K, the semiclassical

method was used. The best data region of the second virial coefficient was sought, to

refine the interatomic potential within 2 and 5 angstroms. The originally nonlinear pro-

blem was linearized by the functional sensitivity analysis method and, represented in this

way, could be investigated. In this case, the Tikhonov regularization was explored to give

an appropriate solution to the interatomic potential.

Key words: Second virial coefficient. Interatomic potential. Heat capacity. Phonon

density of states. Inverse Problems. Sensitivity analysis. Tikhonov regularization.
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Figura 2.2 – Capacidade caloŕıfica como uma função da temperatura. ( ) Valo-

res experimentais de Giauque e Meads. ( ) Valores calculados

a partir da densidade de estados obtida do trabalho de Walker. . . 20
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REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2 REFINAMENTO DA DENSIDADE DE ESTADOS DE FÔNONS
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2.2.1 Cálculo das capacidades caloŕıficas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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1 INTRODUÇÃO GERAL

A descrição dos fenômenos da natureza pode ser representada de forma matemática

como K(f) = g, em que g representa alguma quantidade observável relacionada com a

causa, f a quantidade relacionada com o efeito e K um operador que relaciona as quan-

tidades f e g. O operador K pode ser um operador linear ou não linear, podendo ser

do tipo integral, equação diferencial, equação de autovalor, ou outra função que relacione

as quantidades.1 O problema direto consiste em encontrar g a partir de K e f , em con-

trapartida, a busca de f a partir de K e g, constitui o problema inverso.1 No problema

direto a informação sempre é completa e precisa enquanto que no problema inverso a

informação geralmente é incompleta e imprecisa. Matematicamente problemas inversos

pertencem à classe de problemas mal-colocados. Segundo Hadamard2 um problema é dito

bem-colocado se cumpre as três condições abaixo:

(i) a solução existe;

(ii) a solução é única;

(iii) a solução exibe dependência cont́ınua (suave) com os dados de entrada.

Caso não satisfaça alguma das três condições, o problema é dito mal-colocado. Problemas

discretos e finitos são chamados de mal-condicionados se a condição (iii) não se cumpre.3

Como consequência, problemas dessa natureza possuirão a representação matricial do ope-

rador K, mal-condicionada, portanto, métodos tradicionais, como a eliminação de Gauss

ou a decomposição LU,4 serão inadequados para resolução dessa classe de problemas.

Em seu lugar, métodos mais apropriados, como a Regularização de Tikhonov (RT) ou a

Decomposição em Valores Singulares Truncada (TSVD) são utilizados.5–7

Esta dissertação está dividida em 4 caṕıtulos: 1) Introdução geral; 2) Refinamento da

densidade de estados de fônons de sólidos cristalinos; 3) Cálculo do segundo coeficiente

do virial quântico: Um teste para um recente potencial do sistema He–He e 4) Inversão

da função energia potencial a partir do segundo coeficiente do virial semiclássico. O

caṕıtulo 1 visa apresentar algumas definições, a organização da dissertação, justificativas

e objetivos. No caṕıtulo 2 aborda-se o problema linear, direto e inverso, relacionando

a capacidade caloŕıfica e a densidade de estados de fônons. No caṕıtulo 3 aborda-se o

problema direto da obtenção do segundo coeficiente do virial quântico para se testar um

recente potencial para o sistema He–He e finalmente no caṕıtulo 4 aborda-se o problema

inverso não linear da obtenção do potencial interatômico a partir do segundo coeficiente

do virial semiclássico. Todos os problemas inversos estudados são mal-condicionados,

portanto a Regularização de Tikhonov foi explorada. Os problemas tem a caracteŕıstica

comum de tratar de propriedades termodinâmicas a baixas temperaturas, portanto, o

tratamento quântico ou semiclássico foi utilizado.
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1.1 Justificativas

Refinamento da densidade de estados de fônons de sólidos cristalinos

Em 1956 o trabalho de Walker8 apresentou o espectro de fônons mais recente do

alumı́nio. No entanto, o espectro encontrado por Walker não reproduz dados experimen-

tais de capacidade caloŕıfica a volume constante e outras propriedades termodinâmicas do

alumı́nio dentro do erro experimental. A busca de um método para se refinar a densidade

de estado de fônons ainda constitui um problema em aberto na literatura. A solução

anaĺıtica, proposta por Montroll,9 obtida por transformada de Fourier envolve uma dupla

integral no plano complexo e instabilidade nos cálculos. A fórmula de inversão por meio

da série de Möbius,10 com complexidade similar, também não é eficiente ao lidar com

dados experimentais. Este trabalho propõe um caminho alternativo ainda não explorado

na literatura para otimizar o espectro de fônons e reproduzir as propriedades do alumı́nio

dentro do erro experimental. A técnica proposta, Regularização Tikhonov, permite explo-

rar a natureza intŕınseca do mal-condicionamento do problema. O método de Tikhonov

foi explorado anteriormente em vários problemas inversos mal-colocados, mostrando-se

estável ao lidar com dados experimentais.

Cálculo do segundo coeficiente do virial quântico: Um teste para um recente

potencial do sistema He–He

O conhecimento acurado da superf́ıcie de energia potencial é um ponto crucial na

área de f́ısico-qúımica teórica e aplicada. A comparação entre teoria e experimento é

importante para se conferir a qualidade de um potencial proposto. Portanto, é impor-

tante refinar o potencial intermolecular entre pares quando dados experimentais novos

e mais precisos são obtidos. A escolha do sistema He–He foi motivada porque um re-

cente potencial para esse sistema, obtido por cálculo ab initio e publicado em 2010, ainda

não foi confrontado com dados termodinâmicos e propriedades de transporte.11 Devido

a alta acurácia dos potenciais propostos para este sistema, propriedades f́ısicas acuradas

e método numéricos precisos são necessários para detectar discrepâncias entre os dife-

rentes potenciais sugeridos. Nesse trabalho propomos que o teste para o potencial seja

feito usando o segundo coeficiente do virial à baixas temperaturas. Busca-se verificar a

observação experimental de um estado ligado por meio do Teorema de Levinson.

Inversão da função energia potencial a partir do segundo coeficiente do virial

semiclássico

No tópico anterior abordamos o problema direto, nessa seção aborda-se o problema

inverso. Inicialmente, pensou-se em usar o tratamento quântico exato para o cálculo

do segundo coeficiente do virial, no entanto, o cálculo da fase pelo método de Calogero

é demorado. Considerando que no cálculo do segundo coeficiente do virial precisamos
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calcular a fase para vários valores de energia e momento angular, isto inviabiliza o uso

deste caminho para construir a matriz S ou o uso de redes neurais. Uma alternativa foi a

implementação do método de expansão em ondas parciais ainda no item anterior, o que

resultou num programa mais eficiente mas ainda lento para trabalhar no problema de in-

versão do potencial. Duas frentes se abrem neste momento, a construção de um programa

mais eficiente para o cálculo da fase ou a busca de um método alternativo para o cálculo

do segundo coeficiente do virial a baixas temperaturas. Este item explora o segundo

caminho, onde utilizamos o método semiclássico para o cálculo do segundo coeficiente do

virial, uma caminho que não envolve o cálculo da fase e ainda considera parcialmente os

efeitos quânticos. O uso do método semiclássico tornou posśıvel a construção da matriz

S para linearização do problema, estabelecendo uma rota semelhante ao do caṕıtulo da

capacidade caloŕıfica para inversão do potencial a partir do segundo coeficiente do virial.

1.2 Objetivos

• Aplicar a Regularização de Tikhonov no problema da capacidade caloŕıfica. Refinar

a densidade de estados de fônons experimental do alumı́nio, de maneira a descre-

ver a capacidade caloŕıfica e outras propriedades termodinâmicas dentro do erro

experimental;

• Testar a qualidade de um potencial recente da literatura para o sistema He–He,

utilizando o segundo coeficiente do virial do sistema He4 a baixas temperaturas.

Confrontar o potencial proposto com a previsão experimental de um estado ligado

para o d́ımero de He;

• Construir a matriz sensibilidade para o segundo coeficiente do virial utilizando a

teoria semiclássica, colocando o problema inverso do virial na forma linear. Aplicar

a Regularização de Tikhonov na otimização do potencial interatômico do sistema

He–He para reproduzir dados do segundo coeficiente do virial a baixas temperaturas.
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2 REFINAMENTO DA DENSIDADE DE ESTADOS DE FÔNONS DE

SÓLIDOS CRISTALINOS

2.1 Introdução

De acordo com o teorema da equipartição da energia a capacidade caloŕıfica de um

sólido a volume constante, CV , é independente da temperatura. Este resultado é conhecido

como a lei de Dulong-Petit,1 onde a capacidade caloŕıfica molar de todos os sólidos tem um

valor constante de 24, 942 J mol−1 K−1. Este resultado clássico tem uma boa concordância

com os dados experimentais a altas temperaturas.1 Entretanto, dados experimentais em

uma faixa mais ampla de temperatura mostram que a capacidade caloŕıfica se aprox-

ima de zero a baixas temperaturas, este é mais um exemplo que expõe as limitações da

mecânica clássica na descrição das propriedades dos materiais. Em 1907, Einstein propôs

a primeira descrição teórica bem sucedida para descrever o comportamento qualitativo

da capacidade caloŕıfica em baixas temperaturas,2 considerando um modelo quântico

harmônico com uma única frequência de vibração. Este trabalho foi muito importante

para o desenvolvimento dos fundamentos da f́ısica quântica.

O modelo de Einstein foi o primeiro a prever o decréscimo do CV a baixas tempera-

turas e o comportamento esperado por Dulong-Petit a altas temperaturas, no entanto a

teoria resultava em um comportamento limite errado para o CV a baixas temperaturas.

Melhorias no modelo de Einstein foram feitas por Debye em 19121,3 e o comportamento

limite do CV a baixas temperaturas foi compreendido. Debye sugeriu uma distribuição

de probabilidades cont́ınua para os modos de vibração (densidade de estados de fônons),

g(ν) = αν2, com um corte em νm em que g(ν) é maxima. No modelo de Debye a capaci-

dade caloŕıfica do sólido pode ser teoricamente determinada, como um problema direto,

a partir da densidade de estados de fônons por uma equação integral de Fredholm de

primeira ordem. Experimentalmente a distribuição g(ν) pode ser obtida por espalha-

mento Raman (e Raleigh) e por espalhamento de neutrons.4 Teoricamente a densidade

de estado de fônons pode ser obtida por cálculo ab initio, por exemplo usando a teoria do

funcional da densidade (DFT).1 Por outro caminho, a recuperação de g(ν) a partir dos

dados de CV é um problema inverso mal-colocado.5

O problema inverso pode ser resolvido analiticamente conforme trabalhos de Montroll

(1942), Chen (1990) e Xianxi (1999).6–10 A solução de Montroll é obtida por transformada

de Fourier,6,9 em que a densidade dos modos de vibração pode ser obtida pela integral

dupla de dados da capacidade caloŕıfica. A solução anaĺıtica não é prática pois envolve

integração no plano complexo e instabilidade nos cálculos. A fórmula de inversão usando a

série de Möbius para o problema da capacidade caloŕıfica foi encontrada por Chen,7,8 com

complexidade similar para ser aplicada em cálculos numéricos, mas conveniente em casos

anaĺıticos especiais.9,11 Recentemente, um novo algoritmo para a inversão da capacidade
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caloŕıfica é demonstrado por XianXi.10 Este procedimento foi descrito como sendo mas

conveniente numericamente, mas ainda tem implementação dif́ıcil. Em geral, a aplicação

do caminho anaĺıtico não é simples e não explora a natureza intŕınseca de problemas

mal-colocados.9,12

De forma alternativa, o método da máxima entropia foi aplicada para o cálculo da den-

sidade de estados de fônons a partir de dados de calor espećıfico.4,13 No presente caṕıtulo

buscamos recuperar a densidade de estados para o alumı́nio de maneira a descrever da-

dos de capacidade caloŕıfica experimentais. Empregamos a Regularização de Tikhonov,

método de regularização bem sucedido na resolução de problemas mal-colocados,14,15 uti-

lizando uma distribuição de frequência experimental como aproximação inicial. As pro-

priedades termodinâmicas, entropia, variação de entalpia, e energia de Gibbs também são

calculadas e comparadas com dados experimentais.

2.2 Metodologia

Neste trabalho, considerou-se apenas a capacidade caloŕıfica da rede, capacidade caloŕı-

fica devido ao incremento da energia vibracional, principal forma de assimilação de energia

térmica na maioria dos sólidos.16 A dependência da função partição com o volume não

foi considerada devida a aproximação harmônica.17

2.2.1 Cálculo das capacidades caloŕıficas

Teoricamente, as capacidades caloŕıficas podem ser calculadas pela resolução da equa-

ção

CV (T ) = k

∫ ∞
0

(hν/kT )2ehν/kT

(ehν/kT − 1)2
g(ν)dν , (2.1)

em que h representa a constante de Planck, k a constante de Boltzmann e g(ν) a densidade

de estados normalizada para área igual a 3N , em que N é o número de part́ıculas.8

∫ ∞
0

g(ν)dν = 3N . (2.2)

A densidade de estados inicial foi obtida do trabalho de Walker18 utilizando o software

Engauge Digitizer 4.1.

Para resolução numérica da Equação 2.1, realizou-se a discretização escrevendo a

equação como o somatório CV (Ti) = k
∑n

j=1K(Ti, νj)g(νj)∆νj, onde ∆νj são pesos apro-

priados. Assim, para várias temperaturas pode-se escrever a expressão matricial para as

capacidades caloŕıficas como C = Kg, em que Ki,j = kK(Ti, νj)∆νj e C e g são vetores

colunas que contém as capacidades caloŕıficas para m temperaturas e a densidade de es-

tados para n frequências, respectivamente. Para a construção da matriz K utilizou-se a
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quadratura de Gauss-Legendre, com uma base 34 × 60, ou seja, 34 valores de tempera-

tura e 60 valores de frequência. As frequências estão entre 0, 01× 1013 e 1× 1013 Hz, as

temperaturas são as mesmas do trabalho de Giauque e Meads.19

2.2.2 Cálculo das propriedades termodinâmicas

As propriedades termodinâmicas entropia, entalpia e energia de Gibbs foram calcu-

ladas pelas expressões

S =

∫ ∞
0

[
hν

T (ehν/kT − 1)
− k ln(1− e−hν/kT )

]
g(ν)dν ,

H =
h

2

∫ ∞
0

νg(ν)dν + h

∫ ∞
0

ν

ehν/kT − 1
g(ν)dν

G =
h

2

∫ ∞
0

νg(ν)dν + kT

∫ ∞
0

ln(1− e−hν/kT )g(ν)dν

As integrais foram resolvidas numericamente utilizando-se a quadratura de Gauss-

Legendre, com 60 pontos nas frequências entre 0, 01×1013 e 1×1013. Para as propriedades

que não são absolutas, isto é, entalpia e energia de Gibbs, utilizou-se T0 = 0 K para a

temperatura do estado de referência.3,9

2.2.3 Regularização de Tikhonov

As funções g(ν) e CV (T ) são conectadas por uma equação integral de Fredholm de

primeira ordem (Equação 2.1), o que caracteriza o problema como mal-colocado.20

Uma primeira tentativa para encontrar g a partir de C, poderia ser feita diretamente

pela resolução do problema de minimização

g = arg min
g∈<n
‖Kg −C‖2

2 , (2.3)

cuja solução para m 6= n pode ser dada pela inversa de Moore-Penrose,

g = (KTK)−1KTC . (2.4)

Entretanto, a grande dificuldade encontrada, é que, pelo fato da matriz se originar da

discretização de um problema mal-colocado, o problema de minimização torna-se muito

senśıvel a pequenas variações no vetor C e o erro na solução será amplificado tornando a

solução inapropriada.21 Uma alternativa é a Regularização de Tikhonov.

A Regularização de Tikhonov consiste em adicionar restrições ao problema de mini-
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mização definido pela Equação 2.3,22,23 assim temos

g = arg min
g∈<n

(
‖Kg −C‖2

2 + λ ‖Lg‖2
2

)
, (2.5)

em que, λ é um número positivo que controla o peso dado a restrição chamado de

parâmetro de regularização e L é algum operador linear, por exemplo, Lg = g, g′, g′′

ou Lg = g − ĝ,22 em que g′ e g′′, representam respectivamente, as derivadas primeira e

segunda de g em relação a ν e ĝ é uma aproximação para g caso alguma estimativa possa

ser feita a priori.23 De forma geral podemos escrever

g = arg min
g∈<n

[
‖Kg −C‖2

2 + λ

(
a0 ‖g − ĝ‖2

2 + a1

∥∥∥∥dgdν
∥∥∥∥2

2

+ a2

∥∥∥∥d2g

dν2

∥∥∥∥2

2

)]
, (2.6)

em que, a0, a1 e a2, assumem valores de 0 ou 1 dependendo da restrição a ser imposta.

Neste caso a solução para g é expressa por

g = [KTK + λ(a0In + a1H1 + a2H2)]−1(KTC + λa0ĝ) , (2.7)

onde In é a matriz identidade e H1 e H2 são matrizes relacionadas com as derivadas

numéricas de primeira e segunda ordem, dadas respectivamente por

H1 =



1 −1

−1 2 −1
. . . . . . . . .

−1 2 −1

−1 1


n×n

e H2 =



1 −2 1

−2 5 −4 1

1 −4 6 −4 1
. . . . . . . . . . . .

1 −4 6 −4 1

1 −4 5 −2

1 −2 1


n×n

.

A solução para g com λ = 0 ou a0 = a1 = a2 = 0 é dada pela Equação 2.4, i.e, a solução

sem as restrições.

O parâmetro λ pode ser estimado pela curva L, gráfico log ‖g‖2 × log ‖Kg −C‖2,

ou seja, o logaritmo da norma da solução em função do logaritmo da norma do reśıduo

correspondente, para vários valores de λ.23 Para problemas mal-colocados o gráfico quase

sempre possui a forma de um L, por isso, o nome curva L.24 É selecionado o valor de λ

onde a curva-L apresenta um “canto”, esse é o melhor valor de λ no sentido em que há o

melhor balanço entre as normas ‖g‖2 e ‖Kg −C‖2.
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2.3 Resultados e Discussão

2.3.1 Cálculo das capacidades caloŕıficas

A Figura 2.1 apresenta a densidade de estados obtida do trabalho de Walker.18 O

resultado para os cálculos de CV , são apresentados na Figura 2.2 e na Tabela 2.1 em

comparação com os dados experimentais de Giauque e Meads.19

n, Hz

g
(

)
n

Figura 2.1 – Densidade de estados para o alumı́nio, normalizada para 3NA.
Fonte: Do autor, adaptada de Walker (1956).18

Figura 2.2 – Capacidade caloŕıfica como uma função da temperatura. ( ) Valores ex-
perimentais de Giauque e Meads. ( ) Valores calculados a partir da
densidade de estados obtida do trabalho de Walker.

Fonte: Do autor, valores experimentais de Giauque e Meads (1941).19
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Tabela 2.1 – Capacidades caloŕıficas calculadas do alumı́nio em comparação com os re-
sultados experimentais de Giauque e Meads.

T,K Cexp
V Ccal

V |∗Er| ,% T,K Cexp
V Ccal

V |∗Er| ,%
J mol−1K−1 J mol−1K−1

15 0,092 0,065 29 150 18,24 18,49 1,3

20 0,23 0,21 7 160 18,98 19,12 0,77

25 0,469 0,496 5,9 170 19,62 19,67 0,3

30 0,849 0,960 13,0 180 20,18 20,15 0,1

35 1,39 1,60 15 190 20,66 20,57 0,4

40 2,09 2,39 14 200 21,08 20,94 0,64

45 2,92 3,30 13 210 21,43 21,27 0,73

50 3,82 4,28 12 220 21,74 21,56 0,84

60 5,752 6,352 10,4 230 22,04 21,82 1,0

70 7,722 8,392 8,67 240 22,29 22,05 1,1

80 9,613 10,29 7,1 250 22,52 22,26 1,2

90 11,35 12,00 5,7 260 22,74 22,44 1,3

100 12,94 13,50 4,3 270 22,94 22,61 1,4

110 14,32 14,81 3,4 280 23,10 22,76 1,5

120 15,49 15,94 2,9 290 23,27 22,90 1,6

130 16,49 16,92 2,6 298,1 23,39 23,01 1,7

140 17,42 17,76 1,9 300 23,42 23,03 1,7

Fonte: Do autor, valores experimentais de Giauque e Meads (1941).19

∗Er representa o erro relativo percentual.

Embora, qualitativamente, a tendência geral dos dados sejam concordantes, os valores

calculados apresentam um grande desvio em relação aos dados experimentais. O máximo

do desvio ocorre na temperatura mais baixa de 15 K, ao redor de 30%, desvio semelhante

também é apresentado no trabalho de Walker18 próximo de 24%. Segundo Giauque e

Meads19 acima de 35 K os dados de CV possuem a precisão de 0, 1 a 0, 2%, a 20 K um

erro de 1% e a 15 K um erro de 2 a 3%. Assim, nenhum dos resultados calculados se

encontram dentro dessas faixas de erro.

Segundo Walker (1956)18 uma primeira explicação para o desvio pode ser atribúıda

ao erro na densidade de estados que está relacionado com o erro nas constantes de forças

interatômicas utilizadas na construção do espectro.18 No entanto Walker destaca que,

a densidade de estados pode ser considerada razoavelmente precisa, particularmente a

baixas frequências.18 Outra hipótese, está relacionada com o erro do modelo em considerar

que as oscilações atômicas são harmônicas, porém, ainda no trabalho de Walker18 uma

correção que inclui termos anarmônicos reduz o erro de 24% para 9%, erro aceito devido ao

erro nas constantes de força.18 O erro de 9% ainda é bastante acima do erro experimental.
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Na Figura 2.3 também são apresentados os valores experimentais e calculados a partir

da densidades de estados da Figura 2.1 para as propriedades, entropia, S, variação de

entalpia, sendo dada como (H − H0
0 )/T , e energia de Gibbs, sendo dado como −(G −

H0
0 )/T .

Figura 2.3 – Propriedades termodinâmicas calculadas a partir da densidade de estados
obtida do trabalho de Walker em comparação com os dados experimentais
de Giauque e Meads. ( ) Entropia experimental. ( ) Entropia calculada.
( ) (H −H0

0 )/T experimental. ( ) (H −H0
0 )/T calculada. ( ) −(G −

H0
0 )/T experimental. ( ) −(G−H0

0 )/T calculada.
Fonte: Do autor, valores experimentais de Giauque e Meads (1941).19

A diferença entre os dados calculados e experimentais são significativamente altas a

baixas temperaturas, ocorrendo um desvio máximo ao redor de 40 a 60%, na temperatura

de 15 K. O erro nas propriedades, conforme Giauque e Meads,19 são equivalentes aos erros

das capacidades caloŕıficas. A soma dos quadrados dos reśıduos (SQR) para entropia,

entalpia e energia de Gibbs foram, respectivamente, 5, 9141, 1, 5407 e 2, 8962.

2.3.2 Otimizando o espectro: Regularização de Tikhonov

Uma vez que agora estamos buscando uma densidade de estados apropriada para

descrever as capacidades caloŕıficas abordamos o problema inverso, de CV obter g(ν).

Como visto na seção 2.2.3 a conexão entre CV e g(ν) é dada por uma equação integral

de Fredholm de 1a ordem. Neste caso a obtenção de g(ν) não pode ser dada de forma

satisfatória diretamente pela Equação 2.4. A solução por esse caminho é apresentado na

Figura 2.4.

A solução embora apresente um reśıduo ‖Kg −C‖2 mı́nimo não é fisicamente aceitável
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n, Hz

g
(

)
n

Figura 2.4 – Densidade de estados obtida pela Equação 2.4, inversa de Moore-Penrose.
Fonte: Do autor.

em relação ao resultado experimental. O rúıdo em C e o alto ı́ndice de condicionamento de

K, cond(K) = 6, 2043× 1016, são suficientes para amplificar o erro na solução tornando-a

inapropriada.

Diante disso, devemos minimizar a diferença entre os dados experimentais, todavia,

ainda obtendo uma solução adequada para g(ν), para isso, optou-se pela Regularização

de Tikhonov descrita na seção 2.2.3.

A densidade de estados otimizada pela Regularização de Tikhonov considerando a0 =

1, a1 = a2 = 0 e utilizando a densidade de estados de Walker como uma aproximação

inicial (FIGURA 2.1) é apresentada na Figura 2.5.

n, Hz

g
(

)
n

Figura 2.5 – Densidade de estados otimizada pela regularização de Tikhonov a partir de
uma aproximação inicial. ( ) Aproximação inicial. ( ) Densidade
de estados otimizada.

Fonte: Do autor, aproximação inicial adaptada de Walker (1956).18
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A diferença d, entre a densidade de estados inicial e densidade de estados otimizada é

apresentada na Figura 2.6.

n, Hz

Figura 2.6 – Diferença entre a densidade de estados inicial e a densidade de estados
otimizada pela regularização de Tikhonov.

Fonte: Do autor.

A densidade de estados obtida apresenta um padrão semelhante a densidade de estados

experimental, com uma modificação menos pronunciada a baixas frequências, o que está de

acordo com a afirmação de Walker, de que o espectro possa ser considerado razoavelmente

preciso, particularmente a baixas frequências.18 A medida em que se aumenta a frequência

a diferença tende a aumentar.

O valor do parâmetro de regularização foi avaliado como λ = 3, 43× 10−25 a partir da

curva L (FIGURA 2.7).

logaritmo da norma do resíduo
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Figura 2.7 – Norma da solução e norma do reśıduo, ambos na forma logaŕıtmica, para
valores de λ entre 10−30 a 10−24.

Fonte: Do autor.
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As capacidades caloŕıficas calculadas com a nova densidade de estados são apresentadas

na Figura 2.8 e na Tabela 2.2.

Figura 2.8 – Capacidade caloŕıfica como uma função da temperatura. ( ) Valores ex-
perimentais de Giauque e Meads. ( ) Valores calculados a partir da
densidade de estados otimizada pela regularização de Tikhonov.

Fonte: Do autor, valores experimentais de Giauque e Meads (1941).19

Os dados calculados apresentam uma excelente concordância com os dados experimen-

tais, onde o maior erro, 2%, ocorre na temperatura mais baixa, 15 K. Todos os valores

calculados se encontram dentro da faixa do erro experimental.



26

Tabela 2.2 – Capacidades caloŕıficas calculadas do alumı́nio a partir da densidade de es-
tados otimizada pela regularização de Tikhonov em comparação com os re-
sultados experimentais de Giauque e Meads.

T,K Cexp
V Ccal

V |∗Er| ,% T,K Cexp
V Ccal

V |∗Er| ,%
J mol−1K−1 J mol−1K−1

15 0,092 0,094 2 150 18,24 18,30 0,31

20 0,23 0,22 1 160 18,98 19,00 0,13

25 0,469 0,465 0,7 170 19,62 19,61 0,04

30 0,849 0,857 0,9 180 20,18 20,15 0,13

35 1,39 1,41 1,2 190 20,66 20,62 0,17

40 2,09 2,10 0,2 200 21,08 21,04 0,19

45 2,92 2,90 0,56 210 21,43 21,41 0,087

50 3,82 3,80 0,47 220 21,74 21,74 0,04

60 5,752 5,732 0,35 230 22,04 22,03 0,03

70 7,722 7,710 0,16 240 22,29 22,29 0,002

80 9,613 9,607 0,07 250 22,52 22,53 0,04

90 11,35 11,35 0,01 260 22,74 22,74 0,001

100 12,94 12,92 0,18 270 22,94 22,93 0,02

110 14,32 14,30 0,077 280 23,10 23,11 0,005

120 15,49 15,52 0,15 290 23,27 23,26 0,02

130 16,49 16,58 0,49 298,1 23,39 23,38 0,053

140 17,42 17,50 0,42 300 23,42 23,41 0,065

Fonte: Do autor, valores experimentais de Giauque e Meads (1941).19

∗Er representa o erro relativo percentual.

Os resultados para as propriedades são apresentados na Figura 2.9.
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Figura 2.9 – Propriedades calculadas a partir da densidade de estados otimizada. ( )
Entropia experimental. ( ) Entropia calculada. ( ) (H −H0

0 )/T exper-
imental. ( ) (H − H0

0 )/T calculada. ( ) −(G − H0
0 )/T experimental.

( ) −(G−H0
0 )/T calculada.

Fonte: Do autor, valores experimentais de Giauque e Meads (1941).19

Ocorre também, uma melhora significativa nos resultados para os cálculos das propriedades.

O erro máximo na menor temperatura é reduzido para a faixa de 30 a 40%. A SQR

para entropia, entalpia e energia de Gibbs, caem de 5, 9141 para 1, 5786, de 1, 5407 para

0, 8865 e de 2, 8962 para 0, 3008, respectivamente. Assim, mostra-se, que a otimização do

espectro não só melhora os valores das capacidades caloŕıfica mas também os valores das

propriedades termodinâmicas. No entanto, embora os resultados para as propriedades

termodinâmicas utilizando a densidade de estados refinada diminua a SQR, ela não pro-

duz valores dentro do erro experimental para as propriedades. Tal observação, pode estar

relacionada a não consideração dos termos anarmônicos para os cálculos, acarretando um

efeito sobre-estimado na modificação da densidade de estados inicial. Outro ponto a ser

estudado, está relacionado com a contribuição eletrônica para a capacidade caloŕıfica, que

embora seja pequena na faixa de temperatura estudada, deve ser melhor estudado.

2.4 Conclusão

A regularização de Tikhonov, mostrou-se um método satisfatório no refinamento da

densidade de estados de fônons para descrever a capacidade caloŕıfica e as propriedades

termodinâmicas, entropia, entalpia e energia de Gibbs. O refinamento é menos pronun-

ciado a baixas frequências, o que está de acordo com a afirmação de Walker, de que o

espectro obtido em seu trabalho possa ser considerado razoavelmente preciso particular-
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mente a baixas frequências.18 O método mostrou-se robusto para o refinamento de dados

experimentais e de simulação computacional, ao contrário do caminho anaĺıtico proposto

na literatura. Os dados calculados para as capacidades caloŕıficas foram encontrados den-

tro da faixa do erro experimental. O valor do parâmetro de regularização, avaliado pela

curva-L, é de λ = 3, 43× 10−25.

O refinamento da densidade de estados de fônons não só melhora os valores das ca-

pacidades caloŕıfica mas também os valores das propriedades termodinâmicas. A SQR

para entropia, entalpia e energia de Gibbs, caem de 5, 9141 para 1, 5786, de 1, 5407 para

0, 8865 e de 2, 8962 para 0, 3008, respectivamente.
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3 CÁLCULO DO SEGUNDO COEFICIENTE DO VIRIAL QUÂNTICO:

UM TESTE PARA UM RECENTE POTENCIAL DO SISTEMA He–He

3.1 Introdução

Propriedades termodinâmicas dos gases podem ser teoricamente determinadas, por um

caminho direto, a partir da função energia potencial. Esta função, pode ser obtida por

cálculos ab initio, pelo ajuste paramétrico de modelos para descrever dados experimentais

ou pelo caminho inverso. No caminho inverso obtém-se a solução diretamente dos dados

experimentais, através da aplicação de um operador inverso. O refinamento do potencial

é frequente na medida que novos e mais acurados experimentos são realizados. O novo

potencial deve ser testado sempre que novos dados tornam-se dispońıveis.

Atualmente, valores experimentais precisos de propriedades do hélio, como o segundo

coeficiente do virial a baixas temperaturas, foram determinados;1 e a existência de d́ımeros
4He2 foi comprovada experimentalmente.2 Assim, em posse dessas informações, a com-

paração entre os resultados teóricos previstos pelo potencial e as evidências experimentais

representa um importante teste para se verificar a qualidade do potencial interatômico

proposto para o hélio.

Numerosos potenciais interatômicos do sistema He–He são discutidos na literatura.3–6

O mais recente, é o obtido por cálculos ab initio apresentado em 2010 no trabalho de

Varandas.7 No entanto, este ainda não foi confrontado com dados de propriedades ter-

modinâmicas e de transporte. O potencial proposto reproduz os valores esperados para o

mı́nimo do potencial e a distância de equiĺıbrio.7

Devido a pequena massa do He os efeitos quânticos tornam-se importantes, particu-

larmente a temperaturas próximas de 10 K.8,9 Esta é uma motivação para se determinar

o coeficiente do virial nesta faixa de temperatura e consequentemente verificar a descrição

mecânico-quântico do virial.

Neste caṕıtulo um teste quantitativo para o potencial de Varandas foi feito utilizando

dados acurados do segundo coeficiente do virial a baixas temperaturas.10 O teorema de

Levinson11,12 foi usado para identificar o número de estados ligados. O isótopo 3He é

um férmion enquanto 4He é um bóson e as propriedades desses dois sistemas não são

similares.13–17 Neste caṕıtulo, concentrou-se apenas no isótopo 4He. Cálculos similares

podem ser feitos para se determinar as propriedades do 3He.

O deslocamento de fase da onda espalhada foi determinado pelo método de expansão

em ondas parciais11,18,19 e pelo método da fase variável.20 No método das ondas parciais, a

equação radial resultante foi integrada usando o método de Numerov.21 No método da fase

variável a equação foi resolvida pelo método de Euler. O número de estados ligados e o

segundo coeficiente do virial quântico foram determinados a partir do deslocamento da fase

para diferentes momentos angulares.11,13,17 A baixas temperaturas o segundo coeficiente
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do virial é senśıvel a forma do poço potencial22 e potenciais que lentamente caem para

zero são capazes de suportar um estado ligado. Assim o teste sugerido é um bom critério

para analisar o poço de potencial e a interação de longo alcance.

3.2 Metodologia

Uma importante ferramenta para investigação da estrutura da matéria é o processo de

espalhamento. Classicamente o experimento pode ser descrito, de maneira bem simples,

pelo seguinte processo: é feito incidir um feixe de part́ıculas sobre um alvo e o resultado

da colisão é registrado em detectores. Da análise da trajetória das part́ıculas incidentes

com o alvo, tiram-se conclusões sobre, por exemplo, a estrutura do alvo e da interação

alvo-part́ıcula incidente. A part́ıcula é espalhada na região de influência do potencial e

detectada, afastada da região de colisão, em um ângulo de espalhamento θ, onde θ é o

ângulo formado entre o eixo z (direção incidente) e a direção da part́ıcula espalhada.23

Na mecânica quântica, antes da colisão, uma onda plana representa a part́ıcula livre

que se move em direção à região de influência do potencial. A função de onda espalhada

incorpora a distorção introduzida pelo potencial espalhador na onda plana incidente, e

pode ser expressa, para potenciais centrais e longe do centro espalhador, por um desloca-

mento de fase na onda plana incidente. O deslocamento de fase δ(l), onde l representa o

momento angular orbital, depende do potencial espalhador Ep(|~r|).
Um dos termos para o segundo coeficiente do virial quântico é função do deslocamento

de fase (Equação 3.11). O deslocamento de fase para um dado potencial interatômico

pode ser determinado pelo método da fase variável ou pelo método da expansão em ondas

parciais.

3.2.1 Método da fase variável

Fazendo as mudanças de variáveis na Equação de onda radial de Schrödinger

U(r) = 2µ
~2Ep(r) e R(r) = ul(r)

r
, obtém-se

d2ul(r)

dr2
+

[
k2 − U(r)− l(l + 1)

r2

]
ul(r) = 0 , (3.1)

em que k é o número de onda para o movimento relativo na coordenada do sistema

do centro de massa, l o momento angular orbital e U(r) é uma função do potencial de

interação.

A solução ul(r) e sua derivada dul(r)
dr

podem ser parametrizadas, em termos de uma

amplitude A(r) e uma fase δl(r), através das relações

ul(r) = A(r) sen(kr + δl(r)) , (3.2)
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dul(r)

dr
= A(r)k cos(kr + δl(r)) . (3.3)

Derivando a segunda destas relações, dul(r)
dr

, com relação a r, e substituindo o resultado

na Equação 3.1, teremos

1

A(r)

dA(r)

dr
cos(kr + δl(r))−

[
dδl(r)

dr
+
U(r)

k
+
l(l + 1)

kr2

]
sen(kr + δl(r)) = 0 . (3.4)

Derivando a parametrização proposta para ul(r) e comparando o resultado com a para-

metrização proposta para dul(r)
dr

, tem-se

dul(r)

dr
=
dA(r)

dr
sen(kr+δl(r))+A(r) cos(kr+δl(r))

[
k +

dδl(r)

dr

]
= A(r)k cos(kr+δl(r)) ,

(3.5)

segue que
dA(r)

dr
sen(kr + δl(r)) = −A(r)

dδl(r)

dr
cos(kr + δl(r)) . (3.6)

Usando a relação acima podemos eliminar A(r) da Equação 3.4, que fica como

dδl(r)

dr
cos2(kr + δl(r)) +

[
dδl(r)

dr
+
U(r)

k
+
l(l + 1)

kr2

]
sen2(kr + δl(r)) = 0 . (3.7)

Finalmente,20

dδl(r)

dr
= −1

k

[
U(r) +

l(l + 1)

r2

]
sen2(kr + δl(r)) . (3.8)

A Equação 3.8 não envolve nenhuma aproximação teórica para resolução da equação

de Schrödinger, no entanto, a precisão com que se obtém o deslocamento de fase está

condicionada à resolver a equação diferencial até um grande valor de r, i.e. o deslocamento

de fase é a fase a grandes valores de r. O valor limite para r se torna maior para valores de

momento angular orbital maiores. Um resultado para o deslocamento da fase utilizando a

Equação 3.8, para l = 0 e valores de r de 10−5 a 5000 com passo 0, 1 é δl = 0, 2336, o valor

tido como referência para a solução é de 0, 238.24 A precisão com que se obtém δl pode ser

melhorada aumentando-se o valor limite para r, no entanto, os cálculos tornam-se mais

demorados, inviabilizando o cálculo do segundo coeficiente do virial por esse caminho,

que exige que a fase seja calculada várias vezes. O método da fase variável é apresentado

aqui para se introduzir o conceito de fase.

Para se obter a fase optou-se por utilizar o método das ondas parciais, neste caso, o

problema de valor inicial é substitúıdo por um problema de valor de contorno. O método

das ondas parciais fornece um valor preciso para a fase com um tempo computacional

menor.24
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3.2.2 O método de ondas parciais

Para a função energia potencial simétrica esférica Ep(r), uma solução de forma

ψ(r, θ) =
∑

l ClPl(cos θ)ψl(r)
r

, com Pl(cos θ) sendo funções de Legendre e ψl(r) a parte

radial, é admitida na equação de Schrodinger independente do tempo.[
d2

dr2
+ k2 − 2µEp(r)

~2
− l(l + 1)

r2

]
ψl(r) = 0, (3.9)

com k2 = 2µE/~2, l o momento angular, µ a massa reduzida e E a energia de movimento

relativo. Para um potencial zero, esta equação tem uma solução geral ψl(r) = Aljl(kr) +

Blnl(kr), em que, jl(kr) e nl(kr) são respectivamente, as funções esféricas de ordem l de

Bessel e Neumann.

A aproximação geralmente utilizada para resolver o problema do espalhamento é a

análise de onda parcial e consiste em investigar o deslocamento da onda espalhada em

distâncias grandes do centro de espalhamento. Uma part́ıcula livre de energia E e mo-

mento angular l tem solução assintótica de formula sen(kr − lπ
2

)/kr. Após a colisão, a

função espalhada carrega informação sobre o alvo, e pode ser representado como,

ψl(r →∞) ∝ 1

kr
sen(kr − lπ

2
+ δl). (3.10)

O deslocamento de fase foi calculado pelo método de Numerov renormalizado como des-

crito na referência,21,25 o método é um robusto procedimento numérico para resolver a

Equação 3.9. Utilizou-se um programa em linguagem fortran já desenvolvido pelo grupo

de pesquisa.

3.2.3 Coeficiente do virial quântico

A equação de estado para o hélio pode ser representado como pV = NkBT [1+B(T )/V̄ ]

em que V̄ é o volume molar e B(T ) é o segundo coeficiente do virial. O segundo coeficiente

de virial clássico não é apropriado para descrever a equação de estado à temperaturas

abaixo de 100 K.14 Ao invés, a expressão exata para o segundo coeficiente do virial

quântico relacionando o deslocamento de fase e a energia do estado ligado, tem sido usada

para uma descrição precisa de sistema.13,26,27 O segundo coeficiente do virial quântico é

dado por

B(T ) = Bideal +Bbound +Bphase

= −
(

4π~2

µkBT

)3/2 [
1

16
+
(
e
− ε
kBT − 1

)
+

2

πq2
0

∫ ∞
0

e−q
2/q20G(q)qdq

]
(3.11)
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em que ε é a energia de ligação de He2 para um momento angular l igual a zero, kB é a

constante de Boltzmann e

G(q) =
∑
par

(2l + 1)δl(q)

q2 = 2µσ2E/~2

q2
0 = 2µσ2kBT/~2

com σ = 2, 556 Å. As variáveis adimensionais q2 = 2µσ2E/~2 e q2
0 = 2µσ2kBT/~2 foram

convenientemente introduzidas na formulação do problema. Como a energia aumenta o

deslocamento de fase tenderá gradualmente para zero e o termo integral na Equação 3.11

gradualmente convergirá. O cálculo da integral foi realizado com precisão de 5 algarismos

significativos.

A parte ideal do segundo coeficiente do virial, Bideal, leva em conta a estat́ıstica de

Bose e nenhuma força intermolecular é considerada. Este termo é importante a baixas

temperaturas e aproxima-se de zero a altas temperaturas. A inclusão de ńıveis de energia

discretos com um estado roto-vibracional para o He2 dentro da função partição origina o

segundo termo na Equação 3.11, Bbound. A contribuição do estado cont́ınuo aparece no

terceiro termo, Bphase em que o deslocamento de fase é considerado. Este termo é o mais

importante para se determinar o segundo coeficiente do virial do hélio.

3.2.4 Função energia potencial

Dados na literatura3–6 dão ao d́ımero de He uma profundidade de poço de 10, 9 K e

uma distância de equiĺıbrio nuclear com 2, 97 Å, suportando apenas um único estado roto-

vibracional, com uma energia de aproximadamente 1, 176 mK.28 Esta á a energia de estado

de ligação mais fraca já descoberta. Como consequência desta interação extremamente

fraca a função de onda deve ser deslocalizada sobre uma distância intermolecular muito

grande. A distância intermolecular média para o hélio em seu estado fundamental é

calculado como < r >= 52 Å.28

O valor mı́nimo de energia (−11, 0 K) e a distância de equiĺıbrio (re = 2, 96 Å) preditos

pelo potencial de Varandas, estão de acordos com os valores descritos na literatura. Neste

caṕıtulo investigamos o potencial de Varandas,7 pela comparação do segundo coeficiente

do virial quântico com os resultados experimentais a baixas temperaturas. Outro poten-

cial, Lennard-Jones com parâmetros da referência Kilpatrick (1954),13 também é usado

para guiar e comparar os cálculos.

O potencial descrito por Varandas é dado por uma adição da parte de curto e longo

alcance,

Ep(r) = VHF(r) + Vcor(r) (3.12)
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A contribuição de Hartree-Fock é dada por

VHF(r) = Drα

(
1 +

N∑
i=1

ai(r − re)i
)

exp(−γ(r − re)) (3.13)

e a parte de longo alcance do potencial é dada por

Vcor(r) = −
∑

n=6,8,10−16

Cnχn(r)r−n (3.14)

em que

An = α0n
−α1

Bn = β0n
−β1n

χn(r) = [1− exp(−Anr/ρ−Bnr
2/ρ2)]n

Os parâmetros necessários para definir este potencial são apresentados na Tabela 3.1. O

potencial é apresentado na Figura 3.1 em comparação com o potencial de Lennard-Jones.

Tabela 3.1 – Parâmetros para o potencial descrito por Varandas, todas as quantidades
estão em unidades atômicas.

Parâmetro Valor Parâmetro Valor

D 2,909582149142803×10−5 β1 0,09574

α0 16,36606 C6 1,4646

α1 0,70172 C8 14,112

a1 -2,677678262034801×10−1 C10 178,13

a2 2,345720241868299×10−2 C11 -76,7

a3 1,459174818996908×10−2 C12 3093

a4 1,237617600368155×10−5 C13 -3806,0

Re 5,60323206384019 C14 72016

γ 2,17613250152118 C15 -171000,0

ρ 10,9424025 C16 2276994

β0 17,19338

Fonte: Varandas, (2010).7

O potencial de Lennard-Jones é dado por

EpLJ(r) = 4ε

[(σ
r

)12

−
(σ
r

)6
]
, (3.15)

em que os parâmetros são obtidos com base em, ε/k = 10, 22 K e Nσ3 = 10, 06 cm3.13



37

r, angstrom

E
(r
),

 e
V

p

Figura 3.1 – Potenciais interatômicos. ( ) Potencial de Lennard-Jones. ( ) Po-
tencial de Varandas. ( ) Diferença entre os dois potenciais, ELJ

p −EVar
p .

Fonte: Do autor.

3.3 Resultados e Discussão

3.3.1 Estado ligado

A determinação do segundo coeficiente do virial quântico requer a solução da equação

de Schrödinger e depois, com condições limites apropriadas, o cálculo do deslocamento

de fase. O algoritmo renormalizado de Numerov, que propaga razões da função de onda,

foi utilizado para calcular a matriz espalhamento de onde o deslocamento de fase foi

determinado. A propagação destas razões faz com que o método renormalizado seja muito

atrativo devido a estabilidade numérica. Uma análise cŕıtica deste método é apresentada

na referência Braga e Murrell (1984).25

A Figura 3.2 apresenta o deslocamento de fase para o potencial de Varandas na faixa

de momento angular entre l = 0 a l = 12 com parâmetro de energia de 0 < q < 7. Os re-

sultados utilizando o potencial de Lennard-Jones são apresentados com a linha pontilhada.

Fica evidente o comportamento diferente no momento angular l = 0, devido a previsão do

estado ligado pelo potencial de Varandas. Para um dado l, por exemplo, l = 4, o desloca-

mento de fase permanece nulo até q próximo a 1,5, este comportamento está relacionado

com a influência do potencial repulsivo, após esta energia, a força atrativa é predominante

e o deslocamento de fase aumenta alcançando seu máximo. Posteriormente, o potencial

de curto alcance torna-se dominante e a curva vai para grandes valores negativos.
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dl

p

q

l=0

l=2 l=4 l=6 l=8

Figura 3.2 – Deslocamento de fase na faixa de momento angular de l = 0 até l = 12.
( ) Utilizando o potencial de Varandas. ( ) Utilizando o potencial
Lennard-Jones.

Fonte: Do autor.

O teorema de Levinson relaciona o deslocamento de fase de energia zero e o número de

estados ligados suportados pelo potencial como,

δl(q → 0) = nlπ , (3.16)

em que nl é o número de estados ligados para um dado momento angular.25 O potencial de

Lennard-Jones13 não suporta o estado ligado para o 4He–4He diferentemente do potencial

de Varandas, que acomoda um estado ligado para o momento angular zero. A molécula
4He2 foi experimentalmente detectada nas referências.2,29–33. Não há estado ligado para

o par 3He ou 3He–4He, de acordo com cálculos preliminares.

3.3.2 Segundo coeficiente do virial quântico exato

Para um grande valor de momento angular, o termo centŕıfugo dominará o processo de

colisão e o espalhamento ocorrerá com energia potencial negligenciável, assim o desloca-

mento de fase cairá para zero. Portanto, a quantidade G(q) (FIGURA 3.3) necessária para

calcular o segundo coeficiente do virial convergirá para um momento angular máximo, lmax.

Pela conservação do momento angular, pode se estimar esse máximo como lmax ≈ krmax

em que rmax é a faixa efetiva do potencial e k o número de onda. A curva G(q) apresenta

um pico primário próximo a q = 0 para o potencial de Varandas, que é predito pelo

teorema de Levinson.
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G(q)

q

Figura 3.3 – Somas G(q). ( ) Utilizando o potencial de Varandas. ( ) Utilizando
o potencial de Lennard-Jones.

Fonte: Do autor.

Na Figura 3.4 é mostrada a quantidade g(q) = G(q)e−q
2/q20q usando o potencial de Varan-

das. Na faixa de momento angular máximo, 20 < lmax < 80, obtém-se uma convergência

mı́nima de 4(baixas temperaturas) a 5(altas temperaturas) algarismos significativos para

o intervalo de energia 0 < q < 80. Para temperaturas abaixo de 30 K, o processo de

integração foi realizado até q = 14, i.e. o ponto de convergência para a energia. O deslo-

camento de fase foi calculado a intervalos ∆q = 0, 005. A integração numérica foi realizada

usando o método de Simpson juntamente com a rotina de interpolação “cubic spline”.34

Obteve-se a precisão de 4 a 5 algarismos significativos no processo de integração.

g(q)

q

Figura 3.4 – Comportamento da função integrada g(q) para grandes valores de q uti-
lizando o potencial de Varandas, T = 30 K.

Fonte: Do autor.

Para determinar o segundo coeficiente do virial quântico, como descrito na Equação

3.11, três contribuições são consideradas. O primeiro termo é a contribuição do gás ideal
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de Bose-Einstein, o segundo termo é a contribuição do estado ligado e o terceiro termo

está relacionado com a interação atômica, determinada pela informação do deslocamento

de fase. Na Tabela 3.2 mostra-se as contribuições individuais desses três termos de 3 K a

100 K.

Tabela 3.2 – Termos de contribuição para o segundo coeficiente do virial utilizando o
potencial de Varandas, unidades em cm3mol.

T/K B Bphase Bideal Bbound

3,0 -119,67 -105,97 -13,614 −8, 5402× 10−2

4,0 -84,698 -75,814 -8,8424 −4, 1601× 10−2

5,5 -56,552 -51,049 -5,4842 −1, 8764× 10−2

7,0 -40,563 -36,733 -3,8196 −1, 0268× 10−2

9,0 -27,564 -24,939 -2,6200 −5, 4778× 10−3

11,0 -19,307 -17,365 -1,9390 −3, 3169× 10−3

13,0 -13,604 -12,093 -1,5092 −2, 1845× 10−3

15,0 -9,4351 -8,2159 -1,2177 −1, 5275× 10−3

17,5 -5,5823 -4,6150 -0,96628 −1, 0390× 10−3

20,0 -2,7118 -1,9202 -0,79089 −7, 4409× 10−4

29,0 3,4108 3,8640 -0,45296 −2, 9390× 10−4

40,0 6,9847 7,2644 -0,27962 −1, 3154× 10−4

41,0 7,2062 7,4758 -0,26945 −1, 2366× 10−4

45,0 7,9821 8,2165 -0,23434 −9, 7986× 10−5

60,0 9,8550 10,007 -0,15221 −4, 7732× 10−5

75,0 10,852 10,960 -0,10891 −2, 7324× 10−5

90,0 11,427 11,509 -0,082851 −1, 7321× 10−5

100,0 11,675 11,746 -0,070739 −1, 3299× 10−5

Fonte: Do autor.

O termo do gás ideal quântico,

−
(

4π~2

µkBT

)3/2
1

16
,

é importante a baixas temperaturas e perde importância com o aumento da temperatura.

Por exemplo, a 3 K a contribuição é de 11% e a 100 K é de 0, 7%. Esta contribuição é

sempre negativa e pode ser desprezada para a temperatura ambiente.

Devido a existência da molécula diatômica 4He2 faz-se necessário considerar o termo

do estado ligado,

−
(

4π~2

µkBT

)3/2 (
e
− ε
kBT − 1

)
.
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Esta contribuição para o virial representa 0, 07% a 3 K e decresce para altas temperaturas

para 10−4% a 100 K, muito menos que o termo de correção do gás ideal quântico. De

fato, um erro na energia do estado ligado não produzirá um efeito considerável nos dados

do segundo coeficiente do virial.

Por outro lado, a contribuição do deslocamento de fase para o cálculo do virial,

−
(

4π~2

µkBT

)3/2
2

πq2
0

∫ ∞
0

e−q
2/q20G(q)qdq

é representativa, portanto, o coeficiente do virial quântico a baixas temperaturas é um

bom teste para novas funções potenciais. Por exemplo, Bphase a 3 K representa 88, 6% da

contribuição total.

O cálculo foi conduzido até a precisão de 4-5 algarismos significativos, os resultados são

apresentados na Tabela 3.3 e 3.4 em comparação com resultados experimentais e teóricos.

Tabela 3.3 – Segundo coeficiente do virial para o 4He a baixas temperaturas,
∆B = Bcal − Bexp, em que Bcal é o segundo coeficiente do virial calculado
com o potencial de Varandas.

T, K Bexp, cm3mol−1 Bcal, cm3mol−1 ∆B, cm3mol−1

Steur35 Varandasa Gaiser1 Mehl36 Hurly37

3,0 -120,3 -119,67 — -120,49 -120,06 0,6

4,0 -85,3 -84,70 -84,90 -85,27 -84,96 0,6

5,5 -56,9 -56,55 — — — 0,4

7,0 -40,8 -40,56 -40,73 -40,85 — 0,2

9,0 -27,69 -27,56 -27,66 -27,77 -27,646 0,13

11,0 -19,38 -19,31 -19,36 -19,47 -19,366 0,07

13,0 -13,65 -13,60 -13,63 — — 0,05

15,0 -9,47 -9,43 -9,44 — — 0,04

17,5 -5,61 -5,58 — — — 0,03

20,0 -2,75 -2,71 -2,71 -2,787 -2,729 0,04

29,0 3,35 3,41 — — — 0,06

40,0 6,89 6,985 — 6,956 6,986 0,10

41,0 7,11 7,206 — — — 0,10

45,0 7,88 7,982 — 7,957 7,985 0,10

60,0 9,74 9,855 — 9,838 9,860 0,12

75,0 10,74 10,852 — — — 0,11

90,0 11,32 11,427 — 11,416 11,4314 0,11

100,0 11,58 11,675 — 11,665 — 0,10

Fonte: Do autor, Steur (1987),35 Gaiser (2009),1 Mehl (2009)36 e Hurly (2007).37

a Calculado neste trabalho.
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Tabela 3.4 – Segundo coeficiente do virial para o 4He a baixas temperaturas.

T/K Bexp, cm3mol−1 Bcal, cm3mol−1

Steur35 Este trabalhoa Kilpatrick13a Este trabalhob

3,0 -120,3 -109,85 -110,13 -119,67

4,0 -85,3 -77,884 -78,11 -84,70

5,5 -56,9 -52,080 — -56,55

7,0 -40,8 -37,385 -37,53 -40,56

9,0 -27,69 -25,417 -25,53 -27,56

11,0 -19,38 -17,805 -17,90 -19,31

13,0 -13,65 -12,542 -12,63 -13,60

15,0 -9,47 -8,6935 -8,77 -9,43

17,5 -5,61 -5,1340 — -5,58

20,0 -2,75 -2,4799 -2,53 -2,71

29,0 3,35 3,1919 3,15 3,41

Fonte: Do autor, Steur (1987)35 e Kilpatrick (1954).13
a Calculado utilizando o potencial de Lennard-Jones;
b Calculado utilizando o potencial de Varandas.

De fato, existe uma famı́lia de potenciais que reproduzem o segundo coeficiente do virial

dentro do erro experimental. Por exemplo, o potencial usado nesse trabalho é similar ao

potencial de Przybytek (2010)38 que reproduz o coeficiente do virial. Os dados apresen-

tam uma excelente concordância, dificultando concluir qual potencial é mais apropriado.

O erro no segundo coeficiente do virial calculado com o potencial de Varandas em relação

aos dados experimentais está entre 0, 1 cm3mol−1 para temperaturas acima de 10 K, au-

mentando para 0, 63 cm3mol−1 a 3 K. Guiado pelo erro experimental 0, 6 cm3mol−1 para

a temperatura mais baixa, pode-se concluir que o potencial usado no presente cálculo é

apropriado para essa faixa temperatura.35,39

3.4 Conclusão

Realizou-se o cálculo do segundo coeficiente do virial quântico para o sistema 4He2 para

um recente potencial sobre a faixa de temperatura de 3 a 100 K. Cálculos nessa faixa de

temperatura com os modelos clássico e semiclássico não são suficientes para descrever

adequadamente os dados do segundo coeficiente do virial. Nossos resultados estão em

acordo com os resultados experimentais dentro da sua faixa de erro. Por exemplo, a

diferença entre nossos resultado teóricos e os dados experimentais é 0, 63 cm3mol−1 para

T = 3 K e 0, 095 cm3mol−1 para T = 100 K

As contribuições devido, ao estado ligado, a interação de Bose-Einstein e ao deslo-

camento de fase foram discutidas. Os primeiros dois termos mostraram ter pequena
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influência sobre o coeficiente do virial. Por exemplo, a 3 K a contribuição do estado ligado

é 0,07% e a de Bose-Einstein 11%, enquanto que, nessa mesma temperatura, o termo do

deslocamento de fase contribui com 89% to total do coeficiente do virial. A previsão do

estado ligado foi verificada pelo teorema de Levinson.

Resultados similares foram encontrados por outros autores para diferentes potenciais.

Assim os cálculos teóricos usando a literatura recente1,36,37,40 prova o grande ńıvel de pre-

cisão nas funções potenciais para reproduzir o segundo coeficiente do virial. De fato, é

dif́ıcil selecionar qual potencial melhor descreve as interações hélio-hélio a baixas temper-

aturas, portanto um conjunto de potenciais é aceitável.
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4 INVERSÃO DA FUNÇÃO ENERGIA POTENCIAL A PARTIR DO SE-

GUNDO COEFICIENTE DO VIRIAL SEMICLÁSSICO

4.1 Introdução

No caṕıtulo 3 abordou-se um problema direto, em que dado um potencial interatômico

obteve-se a propriedade macroscópica de interesse, o segundo coeficiente do virial. Neste

caṕıtulo abordamos o problema inverso, de obter o potencial interatômico a partir do

segundo coeficiente do virial.

Anteriormente, Lemes e colaboradores1 apresentaram um caminho para a inversão de

um potencial puramente repulsivo (Potencial de Born-Mayer) a partir de dados do segundo

coeficiente do virial a temperaturas elevadas, 500 K ≤ T ≤ 1500 K. A Regularização de

Tikhonov e a Decomposição em Valores Singulares Truncada foram utilizadas para a

inversão do potencial do sistema He–He, os métodos apresentaram excelentes resultados

mostrando a potencialidade do caminho sugerido para inversão do potencial a partir do

segundo coeficiente do virial. Os métodos sugeridos foram mais abrangentes que alguns

métodos anaĺıticos limitados pela restrição da escolha de uma função espećıfica para o

segundo coeficiente do virial.

Em 2000 Braga e colaboradores2 apresentaram um trabalho similar, também para um

potencial repulsivo. Dados para o sistema He–Ne foram simulados. A novidade desse

trabalho foi a utilização de um modelo linear de redes neurais de Hopfield para a inversão

do potencial.

Em 2006 o trabalho de Lemes e colaboradores3 apresentou a inversão do potencial

interatômico completo, isto é, para a parte repulsiva e atrativa. Utilizou-se a expressão

clássica para o segundo coeficiente do virial e o método da análise sensitiva funcional para

a linearização do problema inicialmente não linear.4 A expressão clássica é apropriada para

descrever o coeficiente do virial em temperaturas intermediárias, acima da temperatura de

Boyle. No trabalho de Lemes (2006) dados para o sistema Ar–Ar foram simulados entre

100 a 1500 K, com valores para o potencial entre 1, 5 − 40 Å. A faixa de temperatura

dos dados do segundo coeficiente do virial está relacionada, como foi demonstrado, com

a região do potencial que pode ser melhor invertida.3

Nesse caṕıtulo utilizamos a aproximação semiclássica, em que a correção quântica de

Boltzmann é considerada nos cálculos para o segundo coeficiente do virial do sistema

He–He.5–7 Tal aproximação é adequada para descrever o segundo coeficiente do virial

até aproximadamente a temperatura de 30 K. Investiga-se neste caṕıtulo, se a adição de

dados a temperaturas menores, que utilizada nos trabalhos anteriores do grupo, possibilita

a recuperação de um potencial mais preciso na região do poço de energia potencial.

O problema inverso abordado nesse caṕıtulo é caracterizado como um problema mal-

colocado, como consequência, a representação matricial do operador K, que conecta o
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virial com o potencial, será mal condicionada. Assim, métodos tradicionais, como a

eliminação de Gauss ou a decomposição LU,8 serão inadequados para resolução de pro-

blemas dessa natureza. Em seu lugar, métodos mais apropriados, como a Regularização

de Tikhonov (RT) ou a Decomposição em Valores Singulares Truncada (TSVD) são uti-

lizados.9–11

O problema não linear foi linearizado pelo método da análise sensitiva funcional, colo-

cando o problema na forma δB = SδEp. O método consiste em construir a matriz S,

que avalia a sensibilidade do segundo coeficiente do virial com respeito a uma pertubação

no potencial interatômico.4 A perturbação do potencial em uma região de alta sensi-

bilidade irá causar uma grande mudança na propriedade macroscópica ao passo que a

mesma perturbação causará uma pequena mudança em uma região de baixa sensibili-

dade.4 A análise sensitiva funcional tem sido explorada em vários problemas da qúımica,

por exemplo, cinética qúımica,12 problemas de espalhamento,13,14 dinâmica clássica,4,15 e

em mecânica molecular.16

A análise sensitiva foi aplicada para recuperar a função energia potencial usando dados

do segundo coeficiente do virial a baixas temperaturas. Neste caṕıtulo a matriz sensibili-

dade foi constrúıda utilizando o modelo semiclássico para o segundo coeficiente do virial.

Com a aproximação em série, envolvida no método, o problema original é colocado na

forma linear, neste caso, seguindo o procedimento utilizado no caṕıtulo 2, obteve-se o

potencial interatômico através do método de regularização de Tikhonov. A matriz sensi-

bilidade que conecta o potencial e o segundo coeficiente do virial é calculada em função

da temperatura e da distância interatômica, a partir de sua análise pode-se obter qual

região do potencial em r é mais adequada para ser apurada a partir de um conjunto de

dados experimentais em T .3

4.2 Metodologia

4.2.1 Segundo coeficiente do virial calculado

Para os cálculos do segundo coeficiente do virial corrigido Bcorr, ou segundo coeficiente

do virial semiclássico, utilizou-se as correções quânticas conforme apresentada em Kihara

(1955).6 Neste caso, diferente do caṕıtulo anterior, o segundo coeficiente do virial é obtido

por integrais da função energia potencial Ep e de suas derivadas E ′p, E
′′
p e E ′′′p .5–7 O segundo

coeficiente do virial semiclássico é definido por

Bclass = 2πNA

∫ ∞
0

[1− exp(−βEp)]r2dr , (4.1)
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e mais 3 termos de correção quântica B
(1)
q , B

(2)
q e B

(3)
q , tal que

Bcorr = Bclass +
~2

m
B(1)
q +

(
~2

m

)2

B(2)
q +

(
~2

m

)3

B(3)
q ... (4.2)

Na equação acima, NA é o número de Avogadro, β = 1/kBT , em que kB é a constante de

Boltzmann e T a temperatura, ~ é a constante de Planck sobre 2π, m é a massa do átomo

de hélio e Ep a função energia potencial. Os termos de correção quântica são dados por

B(1)
q =

πβ3NA

6

∫ ∞
0

exp(−βEp)E ′2p r2dr , (4.3)

B(2)
q = −πβ

4NA

6

∫ ∞
0

exp(−βEp)
(
E ′′2p
10

+
E ′2p
5r2

+
βE ′3p
9r
−
β2E ′4p

72

)
r2dr (4.4)

e

B(3)
q = πβ5NA

∫ ∞
0

exp(−βEp)
(
E ′′′2p

840
+

E ′′2p
140r2

+
βE ′′3p
756

+
βE ′pE

′′2
p

180r
+

βE ′3p
945r3

−
β2E ′2p E

′′2
p

720
−

β2E ′4p
6480r2

−
β3E ′5p
2160r

+
β4E ′6p
25920r

)
r2dr . (4.5)

Para o cálculo do segundo coeficiente do virial utilizou-se a quadratura de Gauss-

Legendre com 200 pontos em r, entre 0, 5− 20 Å. Os dados foram calculados no intervalo

de temperatura de 20− 100 K. As derivadas do potencial em relação a r foram calculadas

numericamente por aproximações de quarta ordem, obtidos a partir da expansão em série

de Taylor.

4.2.2 Análise sensitiva

Para se recuperar a função energia potencial a técnica da análise sensitiva funcional foi

aplicada. As equações integrais apresentadas acima podem ser colocadas na forma geral

B(Ti) =

∫ ∞
0

K[Ti, Ep(r), r]dr , (4.6)

que após discretização tem-se

B(Ti) =
∞∑
j=1

K[Ti, Ep(rj), rj]∆rj . (4.7)

A partir de uma estimativa inicial para a função energia potencial E
(0)
p , calcula-se o

segundo coeficiente do viral para várias temperaturas Bcal e a diferença δB = Bexp−Bcal,

em que Bexp é o valor do coeficiente do virial experimental. Considerando o potencial em



50

cada distância interatômica como um parâmetro a ser otimizado na Equação 4.7, pode-se

estimar a diferença entre o potencial ótimo e a estima inicial utilizando a expansão de

Taylor de 1a ordem

δB(Ti) ≈
∞∑
j=1

∂B(Ti)

∂Ep(rj)

(
E ótimo
p (rj)− E(0)

p (rj)
)
,

assim para várias temperaturas pode-se escrever a expressão matricial δB = SδEp, onde

Sij = ∂B(Ti)
∂Ep(rj)

e δEp = Eótimo
p − E

(0)
p . Neste caso, devido ao mal-condicionamento do

problema δEp não pode ser dado adequadamente por δEp = S−1δB.

Neste caso buscou-se a solução pela regularização de Tikhonov apresentada em deta-

lhes no capitulo 2, assim o incremento no potencial δEp expressa-se por

δEp = [STS + λ(a0I + a1H1 + a2H2)]−1(ST δB + λa0δÊp] ,

considerou-se δÊp = 0, a1 = a2 = 0 e a0 = 1. As matrizes S são constrúıdas por

Sclass
ij = 2πβNA exp(−βEp)r2

j∆rj

Sq1ij =
πβ3NA

6
[−β exp(−βEp)E ′2p + 2E ′pE

′′
p exp(−βEp)]r2

j∆rj

Sq2ij =
πβ3NA

6

[
−β exp(−βEp)

(
E ′′2p
10

+
E ′2p
5r2

j

+
βE ′3p
9rj
−
β2E ′4p

72

)
+

exp(−βEp)
(

2E ′′pE
′′′
p

10
+

2E ′pE
′′
p

5r2
j

+
3βE ′2p E

′′
p

9rj
−

4β2E ′3p E
′′
p

72

)]
r2
j∆rj

Sq3ij = πβ5NA

[
−β exp(−βEp)

(
E ′′′2p

840
+

E ′′2p
140r2

j

+
βE ′′3p
756

+
βE ′pE

′′2
p

180rj
+

βE ′3p
945r3

j

−
β2E ′2p E

′′2
p

720
−

β2E ′4p
6480r2

j

−
β3E ′5p
2160rj

+
β4E ′6p

25920rj

)
−

exp(−βEp)
(

2Ep′′′EpIV

840
+

2E ′′pE
′′′
p

140r2
j

+
3βE ′′2p E

′′′
p

756
+
β(E ′′3p + 2E ′pE

′′
pE
′′′
p )

180rj
+

3βE ′2p E
′′
p

945r3
j

−

β2(2E ′pE
′′3
p + 2E ′2p E

′′
pE
′′′
p )

720
−

4β2E ′3p E
′′
p

6480r2
j

−
5β3E ′4p E

′′
p

2160rj
+

6β4E ′5p E
′′
p

25920

)]
r2
j∆rj

em que Ep, E
′
p, E

′′
p , E ′′′p e EIV

p estão indexados em j como funções de rj e β está indexado

em i pela definição βi = 1/kBTi. A matriz sensibilidade para o problema incluindo todos

os termos é a soma das matrizes sensibilidades.
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Para os cálculos de S, utilizou-se a quadratura de Gauss-Legendre com 200 pontos em

r, entre 0, 5 − 20 Å, no intervalo de temperatura entre 20 e 100 K. A estimativa inicial

E
(0)
p , necessária para inversão do potencial foi obtida pela expressão abaixo

Ep
(0)(r) =


Ep(r), r ≤ r1

Ep(r)×
{

1 + ε
[
1− cos2

[
π
(
r−r1
r2−r1

)]]}
, r1 ≤ r ≤ r2

Ep(r), r ≥ r2

(4.8)

A função adiciona um erro médio ε, ao longo do potencial entre r1 e r2 de maneira suave.17

O potencial de referência Ep, é o potencial de Varandas.

4.3 Resultados e Discussão

4.3.1 Cálculos do segundo coeficiente do virial

A Figura 4.1 mostra a comparação entre o segundo coeficiente do virial experimental,18

quântico exato obtido no caṕıtulo 3, semiclássico e clássico.

3
-1

B
, 
cm

 m
o

l

Figura 4.1 – Segundo coeficiente do virial. ( ) Valores experimentais obtidos da referência
Dymond (2002),18 as barras de erro representam o erro experimental. ( )
Modelo clássico. ( ) Aproximação semiclássica, correção de terceira or-
dem. ( ) Quântico exato.

Fonte: Do autor, valores experimentais de Dymond (2002).18

A Figura 4.1 mostra claramente a necessidade de se considerar as contribuições quânticas

para os cálculos do segundo coeficiente do virial na faixa de temperatura de 20−100 K. O

quântico exato reproduz os valores dentro do erro experimental; a aproximação semiclássica

descreve o resultado experimental até aproximadamente a temperatura mı́nima de 30 K;
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já o modelo clássico não é adequado para descrever o resultado experimental. Abaixo da

temperatura de 30 K a aproximação semiclássica passa a ter um erro significativo, a 20 K

a aproximação já não é mais válida.

Na Figura 4.2 é mostrado o efeito das correções quânticas adicionadas ao segundo coe-

ficiente do virial clássico. A soma dos quadrados dos reśıduos SQR, definida como SQR =∑m
i=1(Bexp − Bcal)

2, foram de 1, 612 × 103, 172,2637, 112,7111, e 122,4860 (cm3mol−1)2,

para o segundo coeficiente do virial clássico, correção de primeira ordem, segunda ordem e

terceira ordem Bcorr, respectivamente. Verifica-se que apenas a primeira correção quântica

já acrescenta uma melhorara significativa do segundo coeficiente do virial, diminuindo em

aproximadamente 10 vezes a SQR, de 1, 612×103 para 172,2637 (cm3mol−1)2. O aumento

da SQR da correção de 2 ordem para a de 3 ordem se deve ao erro aleatório nos dados

experimentais.
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Figura 4.2 – Efeito das correções quânticas adicionadas ao segundo coeficiente do virial.
( ) Valores experimentais obtidos da referência Dymond (2002),18 as barras
de erro representam o erro experimental. ( ) Modelo clássico. ( )
Correção de primeira ordem. (linha tracejada e pontilhada) Correção de se-
gunda ordem. ( ) Correção de terceira ordem, aproximação semiclássica.

Fonte: Do autor, valores experimentais de Dymond (2002).18

Os três termos de correção quântica (Equação 4.2) utilizando o potencial de Varandas

são apresentados na Tabela 4.1 e na Figura 4.3. O termo de terceira ordem contribui

menos que 2% do total acima de 50 K. O termo de segunda ordem representa menos que

5% acima desta mesma temperatura e o primeiro termo representa 38% do total a 50 K.

O enorme desvio entre o entre o segundo coeficiente do virial semiclássico e o coeficiente

do virial clássico para baixas temperaturas mostra que os efeitos quânticos tornam-se

dominantes. Com altas temperaturas as contribuições quânticas tendem para zero.
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Tabela 4.1 – Termos de correção quântica para o segundo coeficiente do virial utilizando
o potencial de Varandas, unidades em cm3mol−1.

T,K Bcorr Bclass B
(1)
q B

(2)
q B

(3)
q

20 1,1579 -14,382 15,785 -7,5421 7,2974

25 2,4779 -7,0341 10,453 -3,5745 2,6335

30 4,3305 -2,4704 7,6133 -1,9904 1,1780

35 5,8767 0,61047 5,8908 -1,2316 0,60697

40 7,0881 2,8114 4,7518 -0,82073 0,34565

45 8,0342 4,4492 3,9507 -0,57773 0,21205

50 8,7805 5,7061 3,3608 -0,42415 0,13776

55 9,3766 6,6941 2,9108 -0,32194 0,093665

60 9,8584 7,4856 2,5577 -0,25103 0,066085

65 10,252 8,1297 2,2741 -0,20015 0,048077

70 10,576 8,6606 2,0420 -0,16259 0,035889

75 10,845 9,1028 1,8490 -0,13419 0,027385

80 11,070 9,4745 1,6863 -0,11227 0,021296

85 11,258 9,7891 1,5474 -0,095061 0,016836

90 11,417 10,057 1,4277 -0,081331 0,013505

95 11,551 10,287 1,3236 -0,070228 0,010973

100 11,665 10,485 1,2323 -0,061141 0,0090179

Fonte: Do autor.
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Figura 4.3 – Termos de correção quântica para o segundo coeficiente do virial. Os termos
B

(1)
q , B

(2)
q e B

(3)
q estão multiplicados pelas constantes apropriadas mostradas

na Equação 4.2.
Fonte: Do autor.
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4.3.2 Inversão do Potencial

Como vimos na seção 4.3.1, a influência dos termos quânticos aumenta a medida que

temos temperaturas mais baixas. Porém, considerando o potencial de Varandas como

um potencial modelo, verifica-se que apenas a primeira correção quântica já descreve de

forma satisfatória o virial a partir de 45 K, portanto buscou-se a inversão do potencial

considerando-se apenas a primeira correção quântica.

Primeiramente introduziu-se uma modificação no potencial de Varandas de maneira

que o virial produzido contivesse um desvio maior ou igual ao erro nos dados experimentais

(0, 1 cm3mol−1).19 A mudança foi introduzida de 2, 7026 Å a 4, 3475 Å utilizando a equação

4.8 com ε = 0, 3. O virial foi calculado de 45 a 100 K, com intervalos de 5 K. A Figura

4.4 mostra a matriz sensibilidade em termos relativos S ′ij = Sij × Ep(rj)

B(Ti)
para o potencial

modificado com a primeira correção quântica.

Figura 4.4 – Matriz sensibilidade em termos relativos para o potencial modificado com
uma correção quântica

Fonte: Do autor.

Observa-se na região onde se encontram as curvas de ńıveis, que modificações no

potencial de 2 a 5 Å, possuem influência em toda a faixa de temperatura estudada, 45 a

100 K. Sendo assim, espera-se que a modificação introduzida no potencial de Varandas,

entre 2, 7026 Å a 4, 3475 Å, modifique o coeficiente do virial em toda a faixa de tempera-

tura. Também pode-se concluir que em um processo de inversão ocorrerá mudanças no

potencial na região de r onde a sensibilidade é maior. Na Figura 4.5 apresenta-se o

potencial invertido com uma interação, usando a matriz sensibilidade apresentada e o

método de Regularização de Tikhonov.
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Figura 4.5 – ( ) Potencial de Varandas. ( ) Potencial modificado. ( ) Po-
tencial recuperado, λ = 10, 5.

Fonte: Do autor.

Neste caso conseguiu-se refinar o potencial modificado em relação ao potencial de

Varandas, a soma dos quadrados dos reśıduos SQR, foi reduzida de SQR = 1, 65× 10−7

para SQR = 4, 55 × 10−8. O potencial recuperado reproduz a profundidade de poço de

10, 9 K e a distância de equiĺıbrio re = 3, 0 Å. A Figura 4.6 apresenta a diferença entre o

potencial modificado (estimativa inicial) e o recuperado.

Figura 4.6 – Diferença entre os potenciais modificado e recuperado.
Fonte: Do autor.
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Observa-se que as modificações ocorreram nas regiões previstas pela matriz sensibilidade,

ou seja, o estudo da matriz sensibilidade é um caminho adequado para se investigar onde

ocorrerá mudanças no potencial em um processo de inversão. O coeficiente do virial é

mostrado na Figura 4.7.

Figura 4.7 – ( ) Calculado com o potencial de Varandas. ( ) Calculado com o poten-
cial modificado. ( ) Calculado com o potencial recuperado, λ = 10, 5.

Fonte: Do autor.

Em relação ao coeficiente do virial reduziu-se a SQR de SQR = 16, 87 para SQR = 0, 0020

reproduzindo os dados com excelente concordância.

4.4 Conclusão

Calculou-se o segundo coeficiente do virial considerando-se os três termos quânticos, a

contribuição de cada termo foi avaliada. Abaixo da temperatura de 30 K a aproximação

semiclássica passa a ter um erro significativo, a 20 K a aproximação já não é mais válida.

As contribuições do segundo e terceiro termo são mais importantes nas menores tempera-

turas, à temperaturas acima de 50 K o terceiro termo contribui menos que 2% e o segundo

menos que 5%.

Por meio da análise sensitiva investigou-se a correlação entre a variação do potencial

e o segundo coeficiente do virial. Como observado, a partir da matriz sensibilidade os

dados do segundo coeficiente do virial são bastante informativos na região de 2 Å até

próximo a 5 Å. A regularização de Tikhonov mostrou-se um método satisfatório para

contornar o mal-condicionamento do problema, o parâmetro de regularização foi avaliado

como λ = 10, 5.
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O método da análise sensitiva funcional é baseado na expansão de Taylor em primeira

ordem, em se tratando em poucas iterações, a aproximação inicial não pode estar muito

afastada do potencial real. Portanto, o método é a apropriado para obter um refinamento

de um potencial inicial.

O método apresentado neste caṕıtulo pode ser usado em sistemas semelhantes, um

estudo similar pode ser realizado para o 3He, a estratégia geral serve para outros problemas

não lineares colocados na forma K(f) = g.

Refinou-se uma estimativa para o potencial em relação ao potencial de Varandas,

a soma dos quadrados dos reśıduos SQR, foi reduzida de SQR = 1, 65 × 10−7 para

SQR = 4, 55×10−8. Em relação ao coeficiente do virial reduziu-se a SQR de SQR = 16, 87

para SQR = 0, 0020 reproduzindo os dados com excelente concordância.
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