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RESUMO

Esta tese apresenta o problema que relaciona o coeficiente de viscosidade quantico e a fungdo
energia potencial para o sistema He-He. Primeiramente, com o propdsito de se verificar uma
recente funcdo energia potencial resolveu-se o problema direto obtendo o coeficiente de visco-
sidade de 1 a 100 K, faixa em que os efeitos quanticos sdo importantes. Os valores calculados
foram encontrados dentro da incerteza experimental atestando assim a funcao energia potencial
para a descricdo da propriedade. Em seguida, com o objetivo principal de se obter a fungdo
energia potencial a partir do coeficiente de viscosidade, abordou-se em primeiro lugar um pro-
blema inverso intermedidrio, o da obtencdo da funcdo energia potencial a partir de valores de
deslocamento de fase. O deslocamento de fase é encontrado como um valor limite para dis-
tancias em que a fungdo energia potencial € desprezivel, pela equacdo de Calogero. A equagdo
de Calogero ¢ uma equagdo diferencial de Ricatti a qual depende da funcdo energia potencial
de modo ndo linear. Nesse sentido, para aplicar a Aproximagdo da Andlise de Sensibilidade
Funcional, um novo método para obter a sensibilidade do deslocamento de fase em relacdo a
funcdo energia potencial foi desenvolvido a partir da equacdo de Calogero, possibilitando abor-
dar o problema. Finalmente, com a nova metodologia desenvolvida a func¢ao energia potencial
pdde ser obtida a partir de dados de coeficiente de viscosidade dentro do tratamento quantico.
O procedimento envolveu uma etapa linear, o da obtencdo da se¢do de choque pelas integrais de
colis@o, e uma nao linear, o da obtencdo da funcdo energia potencial a partir da secao de cho-
que. Os problemas por serem mal-colocados foram resolvidos com a técnica de regularizagao,
Regularizacao de Tikhonov, a qual demonstrou-se como uma técnica eficaz para estabilizar o
problema. A func¢do de energia potencial recuperada descreve o coeficiente de viscosidade com

um erro médio de 1,6422 %, erro menor que o erro experimental (5 %).

Palavras-chaves: Coeficiente de viscosidade. Funcdo energia potencial. Problemas inversos.
Problema mal-colocado. Aproximacdo da Andlise de Sensibilidade Funcional. Regularizacio

de Tikhonov.



ABSTRACT

This thesis presents the problem of relating the quantum viscosity coefficient and potential
energy function for the He-He system. First, in order to check a recent potential energy poten-
tial, the direct problem has been solved getting the viscosity coefficient from 1 to 100 K, range
in which the quantum effects become important. The calculated values were found within the
experimental uncertainty thus attesting the quality of the potential energy function for the des-
cription of the property. Then, with the main objective to get the potential energy function from
the viscosity coefficient, first an intermediate inverse problem has been addressed, obtaining
the potential energy function from the phase shift. Phase shift is found as a threshold value for
distances at which the potential energy function is negligible, from Calogero equation. Calo-
gero equation is a Ricatti differential equation which depends on the potential energy function
in a nonlinear way. Accordingly, to apply the Functional Sensitivity Analysis Approach, a new
method for get the sensitivity of the phase shift relative to potential energy function has been de-
veloped from equation Calogero’s. Finally, with the new methodology developed the potential
energy function might be obtained from viscosity coefficient data within the quantum treatment.
The procedure involved a linear step, to obtain the cross section through collision integrals, and
a nonlinear step, obtaining the potential energy function from cross section. The problems are
ill-posed and were solved with the regularization technique, Tikhonov regularization, which has
been shown as an effective technique to stabilize the problem. The potential energy function
recovered describes the viscosity coefficient with an average error of 1.6422 % that is less than

the experimental error (5 %).

Key words: Viscosity coefficient. Potential energy function. Inverse problems. Ill-posed pro-

blem. Functional Sensitivity Analysis Approach. Tikhonov regularization.
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1 INTRODUCAO

De forma geral, em ciéncia busca-se compreender as relacdes entre causa e efeito. A busca
desta compreensdo pode-se dar de maneira a apenas encontrar 0 modelo matematico que des-
creva a relacdo ou em um nivel mais fundamental, descrever o porqué da relacio matematica
encontrada. Por exemplo, em quimica pode-se experimentalmente descrever a cinética de uma
reacdo quimica e em etapa posterior justificar a relacdo encontrada baseando-se nas reacoes
elementares para o processo.. Outro exemplo é a descricdo das raias espectrais para o 4tomo
de hidrogénio, em um primeiro momento encontrou-se uma relagdo experimental, férmula de
Balmer, e posteriormente tal relagio foi primariamente entendida com o modelo de Bohr.? O
problema de encontrar a relagdo entre causa e efeito é denominado problema de identificacdo

de modelo.?

Uma vez identificado o modelo, ele pode ser utilizado para gerar resultados a partir de dados
de entrada abordando o problema direto. Sdo exemplos, encontrar a distribui¢do de espécies
em um equilibrio dcido-base a partir das constantes de acidez,* determinar o perfil de formacio
de um produto em uma reagio quimica a partir das constantes de velocidades,” determinar o
segundo coeficiente do virial a partir da fungio energia potencial,® determinar as capacidades
calorificas a partir da densidade de estados de fonons,” determinar a distribui¢io de temperatura
a partir do espectro de poténcia radiada,® obtencgdo do fator de estrutura a partir da distribuicio

radial,? dentre outros.

Embora, possa-se tomar como arbitraria a distincdo entre problema direto e inverso, habitua-
se definir o problema direto como aquele onde se tem informagdes suficientes para conduzir a
uma solugdo unica e estadvel. Desta forma a maioria dos problemas abordados nos cursos de
graduacdo em quimica sdo problemas diretos. Em quimica, o problema direto consiste frequen-
temente em obter propriedades macroscopicas a partir das microscopicas, assim o problema
inverso consiste em obter propriedades microscopicas a partir das macroscopicas. O problema

inverso € frequentemente mal-colocado.

Conforme definicdo de Jacques Hadarmard, ¥ um problema é classificado como mal-colocado
quando pelo menos uma das condi¢des ndo € satisfeita, a solucao existe, ela € tinica, ou ela exibe
uma dependéncia continua (suave) com os dados de entrada. Para um problema discreto e finito,

se a ultima condicdo ndo é satisfeita o problema é dito mal-condicionado.™ As trés condicdes
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estdo intimamente ligadas com a presenca do erro experimental, o que causa instabilidade no

processo de inversdo. >

O mal-condicionado faz com que métodos numéricos tradicionais para recuperar a solugdo,
como a elimina¢@o de Gauss ou a decomposi¢ao LU falhem drasticamente para resolugao desta

classe de problemas, 13

ou seja, nem sempre a minimiza¢do de uma fung¢do residuo levard a uma
solucdo satisfatoria. Em contrapartida, métodos que levam em conta informacdes adicionais
como a Regularizacio de Tikhonov ou Decomposicao em Valores Singulares Truncada podem

ser utilizadas para contornar a instabilidade do problema. 410

Nesta tese aborda-se o problema inverso e consequentemente o problema direto, da obtengdo
da func¢do energia potencial a partir do coeficiente de viscosidade quantico para o sistema hélio.
Devido a natureza mal-condicionada do problema a Regularizacdo de Tikhonov foi utilizada. A
tese pode ser dividida nas seguintes partes: 1) Abordagem ao problema direto; ii) Abordagem a

um problema inverso intermedidrio e iii) Abordagem ao problema inverso.

No tdpico (i) busca-se obter o coeficiente de viscosidade a partir da fun¢do energia potencial,
bem como atestar a fun¢do energia potencial utilizada para determinacdo da propriedade. Para
se verificar a qualidade do potencial, dados de viscosidade a baixas temperaturas (1-100 K) sao
obtidos e comparados com dados experimentais e tedricos. As etapas deste topico podem ser

acompanhadas no fluxograma apresentado na Figura[l.1]

Figura 1.1 — Fluxograma para o problema direto (i).

V(r)

fun¢do energia potencial

{ (k) Q" (k) Q)(T)

deslocamento de fase secdo de choque integral de colisdo

wi(T)

coeficiente de viscosidade

Fonte: Do autor.

Antes de abordar o problema inverso da obtencao da funcao energia potencial a partir do coefici-
ente de viscosidade, uma etapa auxiliar € necessdria, o desenvolvimento da teoria para obten¢ao

da matriz sensibilidade do deslocamento de fase em relacdo a fungdo energia potencial. A
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matriz é fundamental para a inversdo a partir de dados de propriedades de transporte a baixas
temperaturas. No topico (ii) desenvolve-se essa teoria e também se inverte a funcio energia
potencial a partir de valores de deslocamento de fase em funcao da energia (problema inverso
intermedidrio). A metodologia desenvolvida neste topico € importante para construir a matriz

sensibilidade da se¢do de choque em relag@o a fungdo energia potencial.

No topico (iii), conforme fluxograma apresentado na Figura finalmente a funcdo energia
potencial € invertida a partir do coeficiente de viscosidade a baixas temperaturas. Primeira-
mante resolve-se o problema algébrico da obtencdo da integral de colis@o a partir de dados de
coeficiente de viscosidade. Resolvendo-se um problema inverso linear recupera-se a secdo de
choque a partir da integral de colisdo. Com ajuda da teoria desenvolvida no tépico (ii) a funcdo
energial potencial pode agora ser invertida a partir da secao de choque. O caminho proposto
aborda dados a baixas temperaturas, faixa necessaria para a inversao na regido do poco poten-
cial. Ao contrario dos trabalhos da literatura, aborda-se o tratamento quantico, necessario para

a descricao das propriedades do hélio.

Figura 1.2 — Fluxograma para o problema inverso (iii).

wi(T)

coeficiente de viscosidade

problema algébrico

Q)(T)

integral de colisao

0" (k)

secdo de choque deslocamento de fase

Y

(k) }

(ii) problema inverso intermedidrio
problema inverso linear

V(r)

funcdo energia potencial

problema inverso ndo linear

Fonte: Do autor.

A tese também conta com trés apéndices, o primeiro deles tem como objetivo apresentar a apli-
cacdo da Regularizacdo de Tikhonov a um problema da termodinamica, inversdao da densidade
de estados de fonons a partir de dados de capacidade calorifica para o cobre. Para inversdao
da densidade de estados utiliza-se a Regularizacdo de Tikhonov e a restricdo de ndo negativi-
dade, obtendo assim, o espectro de frequéncias refinado para o sistema. A abordagem a esse
problema inverso j4 havia sido iniciada no mestrado, portanto é uma extensao do trabalho an-
terior. No segundo apéndice, o problema direto de obtencdo dos coeficientes de transmissdo e

reflexdo pelo método da amplitude varidvel a partir de uma barreira potencial é abordado. O
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apéndice apresenta uma versdo equivalente ao método da fase varidvel (Equacdo de Calogero)
e sua obtencdo utilizando o método da variacdo dos pardmetros em semelhanga ao tépico (ii)
dessa tese. Ja o dltimo apéndice apresenta um aprimoramento da técnica para obtencdo das
sensibilidades necessdrias para a abordagem dos problemas inversos anteriores. E obtida uma
representacdo integral que permite um calculo mais répido e preciso eliminando célculos desne-
cessarios. Também, € obtida diretamente a densidade de sensibilidade ao invés da sensibilidade,

permitindo assim escolher uma quadratura mais adequada para o problema.
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2 REVISAO DE LITERATURA

Nesta secdo apresenta-se os trabalhos relevantes no que se trata, a abordagem do problema

direto (se¢do [2.1)), problema inverso intermedidrio (se¢do e problema inverso final (se¢do

2.3).

2.1 COEFICIENTE DE VISCOSIDADE QUANTICO PARA O GAS HELIO: UM NOVO
POTENCIAL REVISITADO

Especialmente para fluidos, tem-se que a teoria cinética e a mecénica estatistica fornecem ex-
pressdes bem-sucedidas para determinacdo de propriedades no equilibrio e fora do equilibrio
(transporte). As expressdes tedricas, ou conjunto de expressdes, geralmente conectam a fun-
¢do energia potencial a intimeras propriedades termofisicas.'® Portanto, uma vez conhecida
essa funcdo a determinagdo de uma grande quantidade de propriedades torna-se possivel. Desta
forma, muitos estudos concentram-se atualmente na determinacdo das mais refinadas funcoes

energias potenciais. 1?2V

A funcdo energia potencial pode ser obtida por um procedimento direto ajustando-se parametros
de modelos propostos de maneira a descrever o maximo de propriedades experimentais possi-
veis. Dados como, segundo coeficiente do virial e coeficientes de viscosidade sdo utilizados.*!
Por este caminho, a suposi¢do para forma particular da func@o energia potencial e o nimero
de parametros ajustdveis limitam a flexibilidade da curva. Alternativamente, métodos de inver-
sdo direta, sem contudo assumir uma forma a priori para a fun¢do, podem ser utilizados. %4724
Neste caso, a precisdo das propriedades que o potencial pode descrever € limitada pela precisao
dos dados experimentais utilizados para a inversdo. Por fim, a fun¢do energia potencial pode ser
obtida por um caminho ab initio em que a mecéanica quantica e constantes fundamentais sao uti-
lizadas. Devido a precisdo das constantes fundamentais e o sucesso de algumas aproximagdes
pode-se obter a previsdo de propriedades termofisicas com precisdo maior que as dos resultados
experimentais. Particularmente para o gas hélio, com o estado da arte atual, a proposta de utili-

zacdo de dados teGricos como padrdes tem sido considerada por Aziz et al. em 1995,%> Hurly e

Moldover em 2000,8 e por Hurly e Mehl%® e Bich et al.% em 2007.

O bom éxito de uma proposta para a funcdo energia potencial pode ser verificado pelo sucesso
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da descricdo de propriedades empiricas. 18262829 A qualidade da fungdo sempre deve ser co-
locada em xeque, a medida que novos, e mais precisos dados experimentais sio obtidos.® Em
2013, temos avaliado uma recente proposta para a fungao energia potencial descrita por Varan-
das para o sistema hélio.!® O estudo concentrou-se no célculo do segundo coeficiente do virial
quantico para o isétopo “*He a baixas temperaturas, os valores calculados estiveram dentro da

incerteza experimental .©

Nessa tese uma extensao do trabalho anterior € realizada, busca-se testar a fung¢do energia poten-
cial frente a propriedade de transporte, coeficiente de viscosidade. Até entdo, a fun¢do energia

119

potencial** ndo fora confrontada com essa propriedade. A propriedade calculada € particular-

mente importante na drea da metrologia para calibracio de termdmetros e viscosimetros. '

A primeira parte dos resultados e discussdo tratard desse problema, a abordagem a esse pro-
blema direto permitird compreender melhor o problema inverso abordado nas se¢des posterio-
res. O tratamento quantico junto a aproximacdo de quinta ordem serd utilizado. Os célculos
serdo realizados para ambos, “He e *He. Os valores sio comparados com dados experimentais

e valores tedricos.

2.2 INVERSAO DA FUNCAO ENERGIA POTENCIAL A PARTIR DO DESLOCAMENTO
DE FASE

Os dados experimentais prontamente disponiveis para inversdao da fungdo energia potencial po-
dem ser as secdes de choque diferenciais ou totais ou as integrais de colisdo obtidas a partir
dos coeficientes de viscosidade de cisalhamento. Um problema inverso intermedidrio consiste
em inverter a funcdo energia potencial a partir do deslocamento de fase. O deslocamento de
fase € uma quantidade que nao pode ser obtida experimentalmente, deve ser calculada para des-
cricao tedrica das propriedades a baixas temperaturas, isto €, em que o tratamento quantico €

necessario.

Como serd apresentado na metodologia, pode-se calcular o deslocamento de fase utilizando o
método das ondas parciais. Por esse caminho a resolucdo da equacdo de Schrodinger € neces-
séria, e com o Método Renormalizado de Numerov propaga-se razdes da funcio de onda a fim
de encontrar o deslocamento de fase.?? Alternativamente, o deslocamento de fase pode ser ob-

tido pelo Método da Fase Varidvel, neste caso a fase é obtida diretamente a partir da resolugdo
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de uma equacdo diferencial de primeira ordem para a fase (Equacdo de fase). O método foi
primeiramente apresentado por Morse e Allis em 1933 para momento angular igual a zero°! e
posteriormente generalizado para momentos angulares diferentes de zero por Drukarev.?% Em
especial Calogero contribuiu para divulgacdo do método com uma série de trabalhos iniciada

em 1963.23 O método da fase varidvel serd usado nesse estudo.

A partir da equagdo de fase € possivel estabelecer um caminho para o calculo da matriz sensi-
bilidade S. Os elementos da matrix, expressam a sensibilidade do deslocamento de fase 1;(k),
em relacdo a uma varia¢do do potencial V(r). A matriz S é a quantidade fundamental para a

1.34

inversdo do potencial.** Busca-se extrair informacdes das forcas intermoleculares a partir da

fase.

Os trabalhos pioneiros no assunto sdo Froberg (1947)) ¢ Hylleraas (1948) 36 Ambos traba-
lhos, tratam o problema com momento angular fixo. A energia € mantida fixa no primeiro,
enquanto que no segundo € variada. O trabalho de Hylleraas € limitado a potenciais sem esta-
dos ligados. 31V 4rios autores ocupam-se do assunto entre 1949 e 1957, 3843 todavia, todos esses

trabalhos possuem limitadas aplicacdes abordando func¢des energias potenciais mas realistas.

Na segunda parte dos resultados e discussio, discute-se a metodologia desenvolvida para inver-
sdo da fun¢do energia potencial a partir do deslocamento de fase, a metodologia € indispensavel
para a inversdo a partir do coeficiente de viscosidade. Resultados numéricos serdo apresentados

para uma func¢do energia potencial teste onde se obtém um excelente resultado na inversao.

2.3 INVERSAO DA FUNCAO ENERGIA POTENCIAL A PARTIR DE DADOS DE COE-
FICIENTE DE VISCOSIDADE A BAIXAS TEMPERATURAS

Como apresentado anteriormente a fungdo energia potencial é uma quantidade fundamental para
determinacdo de inumeras propriedades. A fun¢do energia potencial obtida por um tratamento
ab initio € unicamente aproximada, portanto, existe um grande interesse em técnicas de inversao

a partir de dados experimentais.>

Na tltima secdo dos resultados e discussdo a inversdo da fungdo energia potencial a partir de
dados de coeficiente de viscosidade a baixas temperaturas para o sistema hélio serd abordada.

O sistema hélio foi escolhido, pois assim como o hidrogénio, cédlculos quanticos sdo necessa-

61181126 Os

rios devido a sua pequena massa. dados de coeficiente de viscosidade foram tomados
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abaixo de 5 K, faixa adequada para refinar a regido do poco potencial.

O problema da inversdo do potencial a partir de dados de coeficientes de viscosidade tem sido

explorado por alguns autores, #4450

em sua maioria aplicando o procedimento heuristico de-
senvolvido por Maitland e colaboradores,** frequentemente a altas temperaturas onde a teoria
classica ¢ védlida. O caminho apresentado nessa tese aborda a inversdao dentro do tratamento

quantico diferente de outros trabalhos.

A partir dos coeficientes de viscosidade os valores das integrais de colisdo sdo obtidos direta-
mente. A secdo de choque total é obtida por meio da resolucdo de uma equacgdo integral de
Fredholm que conecta o valor da integral de colisdo a se¢do de choque total. O problema em
questdo, é mal colocado, portanto, a Regularizacdo de Tikhonov foi utilizada para estabilizar o

problema.#

O problema que conecta a fun¢do energia potencial a secdo de choque total € um problema nao
linear, assim sendo, o problema foi linearizado em termos das sensibilidades.?? No tratamento
classico, a se¢do de choque total é calculada com o auxilio do dngulo de espalhamento, no
entanto, no tratamento quantico, deve-se levar em conta os efeitos de difracdo e os efeitos de
simetria, o que leva uma dependéncia da secdo de choque total com o deslocamento de fase.’
A sensibilidade da secdo de choque total é obtida por meio da derivacdo direta da expressao

concebida dentro da estatistica de Bose-Einstein, as sensibilidades para o deslocamento de fase

necessarias sao calculadas com o método desenvolvido nessa tese.

Na etapa de inversdo do potencial a partir da se¢do de choque total o problema foi escrito
em escala logaritmica o que diminuiu o nimero de condicionamento da matriz sensibilidade.
Essa estratégia, mais o procedimento de regularizacdo, foi utilizado para recuperar a fungdo
energia potencial. O potencial invertido mostrou excelente concordincia quando comparado a
um potencial de referéncia além de descrever o coeficiente de viscosidade dentro da incerteza

experimental.
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3 METODOLOGIA

Nesta secdo serd apresentada a metodologia para a obtencao do coeficiente de viscosidade a par-
tir da fungdo energia potencial (problema direto), a metodologia para inversdo da fun¢do energia
potencial a partir do deslocamento de fase (problema inverso intermedidrio), e a metodologia
para inversdo da funcdo energia potencial a partir do coeficiente de viscosidade (problema in-

Verso).

3.1 PROBLEMA DIRETO

O problema direto aqui apresentado mostrard a conexdo entre a funcio energia potencial e a

propriedade de transporte coeficiente de viscosidade.

3.1.1 Coeficiente de Viscosidade

Em primeira aproximagdo o coeficiente de viscosidade como fun¢do da temperatura 7' € ex-

presso por, -7

_ 5(mmkgT)'/?
©167r2.Q22(T)

L (3.1)

enquanto que, para aproximacdes de ordem superiores, tem-se W, = U f‘(ln). A quantidade m € a

(2,2)

massa, ¢ a integral de colisdo, kg a constante de Boltzmann, e ry, € um comprimento arbi-

trério, neste caso foi utilizado a distdncia em que a fungio energia potencial é minima. 1721850 A
funcao fﬁ") surge ao se buscar a solu¢ao da equacao de Boltzmann em que expressoes truncadas
sdo utilizadas, fﬁ") possui uma fraca dependéncia com a temperatura, sendo proxima da uni-
dade. A expressdo para o célculo de fl(l") € apresentada no apéndice A do trabalho de Viehland

e colaboradores.”* Na abordagem do problema direto o coeficiente de viscosidade foi calculado

utilizando a aproximacgdo de quinta ordem.
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3.1.2 Integrais de colisdo

O tratamento utilizado é baseado na solucao de Chapman-Enskog da equagcdo de Boltzmann
considerando uma baixa densidade. Na teoria os fluxos das propriedades moleculares sao for-
mulados em termos dos polindmios de Sonine de onde se obtém as integrais de colisdo Q™).
Essas integrais estabelecem a conexdo entre a funcio energia potencial e os parametros de coli-

$30.22

As integrais Q"3) s30 dadas por

keT \'/* [~
0 = ()" [“en(-yrotar, (32)

2wm,
£ . . 2,2 .
em que m; ¢ a massa reduzida do sistema, 2 — % sendo % a constante reduzida de Planck
T
, ~ N . 212
e k o nimero de onda, e Q) a secdo de choque quantica. Considerando 7" = ]% e E* = %,
.

. s . ~ . . *
em que € é a energia do minimo da funcdo energia potencial, tem-se y> = % e pode-se escrever

a integral de colisdo em sua forma adimensional

Q(n,s)* _ 2 (2nmr>l/2g(n,s)
(s+1)![Q(")]rigSph kgT
= [(s+1)!T*(s+2)]—1/ exp(—E*/T*E*ST) o gE* (3.3)
0

Neste caso a secdo de choque quantica adimensional 0™* ¢ dada dividindo-se a secdo de cho-

que quantica pela secdo de choque para a funcdo energia potencial de esfera rigida [Q(”)]ﬁg spho

Q* = = : (34)

A integracdo foi realizada utilizando a regra de Simpson até a convergéncia da sexta casa de-

cimal. Interpolacdo por Spline Cubica foi utilizada para obtencdo de valores necessarios de

Q(n)* (E*)
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3.1.3 Secdo de choque quantica

A expressdo para a secio de choque quantica € obtida considerando que a secdo diferencial de
choque cléssica € igual ao médulo quadratico da amplitude da onda espalhada. Em primeira
aproximagcdo, para o cdlculo do coeficiente de viscosidade € necessario a secdo de choque quan-
tica Q) para n = 2, enquanto que, para a aproximacgao de quinta ordem, requer-se o cdlculo
paran = 2,4,6. As expressoes para 0" as quais dependem do deslocamento de fase 7;, foram

obtidas do trabalho de Meeks e colaboradores>12#2>

sen® (M — Ni42) (3.5)

8t & (I+1)(1+2)
__2; (20+3)

sen” (1) — M;+2)

B 2(1+1)(1+2) (217 461 —3)
B kZZ 1—1 )(2L+3)(21+7)
(l+1)(l+2)(l+3)(l+4)
(21+3)(21+5)(21+7)

sen”(1; — Mi+4) (3.6)

8T & 15(1+1)(1+2)(I* 4613 + 17 — 241 +9)
6 _ 2
© 2 Z 21=3) 2+ )2+ 3) 2l +7) @ 19) "™ (M=)

3(1+1)(1+2)(1+3)(1+4)(212+ 101 —5)
(21—-1)(21+3)(21+5)(2L+T7)(21 + 11)
I+ D) (I+2)(I+3)(1+4)(1+5)(1+6)
(21+3)(21+5)(21+T7)(21+9) (21 + 11)

senz(nz — Niv4)

sen® (N — Ni+6)- (3.7)

As expressdes acima sdo validas para particulas com spin nulo, com / par para particulas que
obedecem a estatistica de Bose-Einstein e / impar para particulas que obdecem a estatistica de
Fermi-Dirac. O “He é um béson com spin total zero, portanto as expressdes com [ par podem
ser utilizadas diretamente. O 3He é um férmion apresentando spin % neste caso o valor de
o g eXpresso por Q(”) = %Qgg + L—I‘Ql(gné. As quantidades Ql(gné e Qgg sdo calculadas com as

expressdes acima para spin nulo, com / par e impar, respectivamente.
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3.1.4 Deslocamento de fase, 1m;(k)

Para estabelecer as se¢des de choque quéntica deve-se calcular o deslocamento de fase 1;(k) que
¢ obtido da solu¢do numérica da equacao radial de Schrodinger para a fungao energia potencial

V(r),

a5 2mV(r) 1(+1)
W—}—k — h2 — ) ul(r) =0, (3.8)

(2m,E)

, . . 1/2
em que o nimero de onda se relaciona com a energia E por k = . Para grandes valores

de r, o comportamento assintético da fungao de onda, u;(r), é da forma

wi(r) = kr(ji(kr)cos(n;) — yi(kr)sen(n;)] (3.9)

em que j; e y; sdo as funcdes esféricas de Bessel, respectivamente. A fase é obtida comparando
as fungdes de onda com as solugdes assintdticas a diferentes distancias, 7| e r, na regido onde

a fun¢do energia potencial € negligencidvel,

K ji(kra) — ji(kry)
Ky, (kry) —yi(kry)’

tan’r’l = (310)

rauy(r1) 56

em que K = r ()

O deslocamento de fase foi obtido calculando-se K pelo Método Renormalizado de Numerov
que é um robusto procedimento numérico para resolver a Equagdo [3.8] descrito em detalhes
no trabalho de Johnson (1977).2Y A integracdo foi realizada até 65 A com passo 5 x 1074 A.
Tais condicdes satisfazem o critério de convergéncia de que o desvio padrao de trés valores

sucessivos de 7; seja menor que 107220

3.1.5 Fungdo energia potencial

Utilizou-se a fungdo energia potencial descrita por Varandas.'® A funcdo possui uma contribui-

¢do de curto alcance de Hartree-Fock, Vigr(r), e uma contribuicio de longo alcance de correla-
¢ao, Vcor(r>,
V(r) :VHF(r)+Vcor(r); (3.11)
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em que,
N .
Vur(r) =D |1+ Zai(r— re)’] exp[—y(r—re)] (3.12)
i=1
e
Ver(r)=— Y, Cuulr)r™". (3.13)
n=6,8,10—16
A quantidade ),(r) é da forma
xn(r) = [1 —exp(—Aur/p — Bar*/p?)]", (3.14)

com A, = agn~ % e B, = fon 1,

Os parametros necessarios sao os apresentados na Tabela [3.1] mais os pardmetros de amorteci-
mento, p = 10,9424025, o = 16,36606, oy = 0,70172, By = 17,19338 ¢ B; = 0,09574, todos
em unidades atdmicas.

Tabela 3.1 — Parametros da fun¢do energia potencial, to-

das as quantidades estdo em unidades atomi-
cas.

Parametros Vug Parametros Vor
D 2,909582149142803x 107> Cs 1,4646
a;  -2,677678262034801x 107! Cs 14,112
a, 2,345720241868299x 102 Cio 178,13
az 1,459174818996908 x 102 Ci -76,7
as 1,237617600368155x107> Ci» 3093

re 5,60323206384019 Ci3 -3806,0

Y 2,17613250152118 Cis 72016
Ci5 -171000,0
Cie 2276994

Fonte: Varandas, (2010).12

3.1.6 Analise da sensibilidade

A estimativa da sensibilidade do erro relativo do coeficiente de viscosidade ATH em relacdo a

uma perturbacdo em um parametro 6 da fun¢do energia potencial, foi avaliada pela quantidade

Iu 1
00 u-

curto alcance y. A derivada foi calculada numericamente pelo método de Euler considerando

O estudo foi feito para os parametros de dispersdo Cg, Cg € Cjg € para o parametro de
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AB =107°6.

3.2 INVERSAO A PARTIR DO DESLOCAMENTO DE FASE

Nessa secdo desenvolve-se a metodologia para obtencao da sensibilidade do deslocamento de
fase em relacdo a uma perturbagdo na funcio energia potencial. As sensibilidades sao quantida-
des necessarias para Aproximacao da Andlise de Sensibilidade Funcional, técnica utilizada na

inversao.

3.2.1 Meétodo da Fase Variavel

O método para recuperar a matriz sensibilidade do deslocamento de fase em relacio a fun¢édo
energia potencial faz uso do método da fase varidvel para desenvolvimentos posteriores. Nesta
secdo serd apresentada a derivagdo da equacao de fase a partir da equacdo radial de Schrodinger.
As referéncia principais consideradas sdo os trabalhos de Ronveaux de 1969, e o trabalho de

Calogero de 1963.58

3.2.1.1 Equacdo de fase para um problema geral

Primeiro considera-se a equacao diferencial de segunda ordem

U’ (x) + P(x)u (x) + Q(x)u(x) = Vi (x)u(x) + Vo (x)u' (x). (3.15)

Agora toma-se duas solucdes linearmente independentes, u;(x) e up(x), da forma homogénea

associada, isto é:

ul (x) + P(x)u} (x) + Q(x)uy (x) =0 (3.16)

uy (x) + P(x)us (x) + Q(x)uz(x) =0 (3.17)
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Utilizando o método da variacdo dos parametros, procura-se uma soluciao particular para o

problema original da forma,

u(x) = Cy(x)uy (x) + Co(x)uz (x). (3.18)

Considera-se a suposi¢ao

C1(x)u (x) + Cy(x)uza(x) =0 (3.19)

para simplificar a primeira e a segunda derivada de u(x).>® Substituindo u(x) e suas derivadas

na Equagio[3.15|tem-se:

C (x)uy (x) + Co(x)u (x) = C1 () [Vi (x)us (x) + V2 (x)us ()] + Co (x) [V (x)u2 (x) + V2 (x)u ()]
(3.20)
As Equagdes [3.19)e[3.20| compde o sistema,

() + Ch(ua(x) = 0
Cl(x)i () + G s () = Co(x)[Vi () (x) (3:21)
FVa(x)ud ()] Ca ) Va (x)uea )+ Va ()it ()

ou na forma matricial, WC' = VWC,

C’l(x) = Mn(x)Cl(x)—l—Mu(x)Cz(x)

(3.22)
Cé(x) = le(x)Cl(x)+M22(x)C2(x).

C2 (X)

1L obtém-se,

Derivando a fase, definida como S(x) =

S'(x) = My (x) + [Maa (x) — M1 (x)]S(x) — M1a(x)S? (x) (3.23)
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ou

up (x) +up(x)

S'(x) =
() detW

S WA (0l () + 10 0)S0) + Va0 lih () (ST} B2

Neste ultimo caso, para avaliar os elementos da matriz M, calcula-se a inversa de W conside-

: w : 1_ 1 3
rando sua adjunta W, ou seja, W' = detWW.

3.2.1.2 Equacgdo de fase para o problema de espalhamento

Agora partimos da equacio radial de Schrodinger,®V

d?u;(r;k) 2mV(r) 1(I+1)
# + {kz e } u(r;k) =0, (3.25)
rearranjando,
d?uy(r;k I(1+1
%-ﬁ- [kz M 2 )] u(rik) = U (r)u(r;k) (3.26)
com
U = 2V, (3.27)

hz
Portanto, comparando com a Equacdo temos V| = U(r) e V, = 0. Duas solugdes linear-
mente independentes para o problema homogéneo associado so krj;(kr) e kry;(kr), em que j
e y; sdo as fungdes esféricas de Bessel. Essas solugdes implicam det W = k. A a solugdo para o

problema original serd dada por

uy(k;r) = Cy(r)krji(kr) 4+ Co(r)kry; (kr). (3.28)

Substituindo as quantidades na Equagdo [3.24] resulta

S'(r) = U]((’”) [krjy (kr) + kryy (kr)S(r)]? (3.29)

Considerando S(r) = 82:; = —tan1;(k;r) tem-se finalmente a equagdo diferencial para a fase

(Equacao de Calogero),

dmcgl:; r) =— U](:) [cos (ks r)krj(kr) — senm(k;r)kryl(kr)]2 , (3.30)
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que é a equagdo do método da fase varidvel. A fase a ser considerada é dada por 1m;(k) =

nl(kur — °°)

3.2.1.3 Forma alternativa

Se rearranjarmos a equagao radial (Equagdo [3.25)) como

d?uy(r;k
%) + KPuy (rik) = Uy (r)uy (r; k) (3.31)
com
Ui(r) = 22 tn) LD (3.32)

h2 7"2
Duas solugdes linearmente independentes para o problema homogéneo associado serdo sen(kr)

e —cos(kr), que resulta detW = k. Assim, a solugdo é da forma

uy(kyr) = 6\ (r)sen(kr) — 6, (r) cos(kr). (3.33)

Substituindo as quantidades na Equacdo [3.24]resulta

S'(r)= [sen(kr) — cos(kr)S(r)]?. (3.34)

Considerando S(r) = % = —tanyj(k, r) tem-se finalmente uma forma alternativa para a equa-
cdo da fase (Equacao de Calogero),
dy(r;k) _ _Ui(r)

ZaNeR) N an .
n L sen [kr+ 7y (r; k)] (3.35)

Da Equagido[3.28]e das condigdes assintoticas para as fungdes esféricas de Bessel,

sen(kr —Im/2)
kr

_ cos(kr—Im/2)

ny(kr) ~ -

Jilkr) ~

verifica-se que o comportamento assintético para u; (k; r) devera ser da forma,

uy(k;r) ~ senlkr — I /2 + n; (k)] (3.36)
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ou

u(k;r) ~ sen(kr)cos[n; (k) — Im /2] 4 cos(kr)sen[n; (k) — I /2] (3.37)

Portanto, se considerarmos a solugdo assintética da Equagdo[3.33]e compararmos com a Equa-

céo obtém-se a relagio

(52(1’ — 00)

G o~ anlme) —im/2], (3.38)

(I+1)

. g . I TS
ou seja, a contribui¢do do termo centrifugo, =, implicard,

l
Mk = n(k)+ 5 (3.39)

A utilizacdo da Equagdo tem a vantagem de ndo ser necessdrio o cdlculo das funcdes

esféricas de Bessel.

A solucdo da Equacao a cada ponto r, digamos r = s, y(k;s), possui um significado fisico

imediato. Serd a fase produzida pelo nova fungio energia potencial, U;(r,s),

Ui(r), r<s
U(r,s) = ol( ) > (3.40)
9 r S7

isto €, consiste na solucdo para a fun¢do energia potencial efetiva, truncada no ponto s. Assim,

pode-se identificar as contribui¢des para o deslocamento de fase referentes a diferentes regides

do potencial.
3.2.2 Aproximacdo da Andlise de Sensibilidade Funcional

Se se considera uma pequena perturbag¢do na fungdo energia potencial, oV (r) = a&(r), em
que o é um pardmetro pequeno e &(r) é uma fungdo arbitrdria continua, entdo qual serd a
perturbagdo no deslocamento de fase, 87;(k). A resposta a essa questdo, em primeira ordem,
isto € no limite de @ — 0, é expressa matematicamente pela equacao integral de Fredholm de

primeira ordem,

snity= [ 208

oV (r)dr. (3.41)
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A equacdo € totalmente geral, e pode-se estabelecer similares expressdes para outras proprie-
dades.** Considerando a Equagio pode-se buscar recuperar a fung@o energia potencial, a
obs

partir de um conjunto bem resolvido de deslocamentos de fase, {1*(k;)}*,, com o seguinte

procedimento:

1. A partir de uma aproximagio inicial para a funco energia potencial, V(r), calcula-se
a fase para vdrias energias e estabelece-se se o vetor, ﬁlo e consequentemente o vetor

diferenga A7) = 7j°% — 7).

2. Obtém-se AV, resolvendo a Equacio em sua forma discretizada considerando a
aproximacao Aﬁlo = SAVO. A matriz S possui elementos
&1 (ki)

3. Uma nova funcio energia potencial é obtida por V (r) = VO(r) + AVY.

O procedimento pode ser repetido considerando a fun¢@o energia potencial otimizada como a
nova aproximagao inicial. O critério de parada baseia-se na concordancia entre a propriedade
calculada com a nova funcdo energia potencial e o conjunto de dados.®! O método é seme-
lhante ao método de Newton. A aproximagdo considerando a Equagdo [3.41]é conhecida como

Aproximagdo da Andlise de Sensibilidade Funcional %%

A aproximacdo da andlise de sensibilidade funcional tem sido explorada em varios problemas
da quimica, por exemplo, cinética quimica,® problemas de espalhamento,*%!' dinamica clds-

64165

sica, e em mecénica molecular.©®

3.2.3 Obtencdo da Derivada Funcional

Resolver a Equacao em sua forma discretizada (Aﬁlo = SAV?) depende do conhecimento
da matriz S. O caminho usual para o calculo da matriz envolve a resolu¢do da equagdo de
Schrodinger em um demorado processo.** Nessa se¢do serd estabelecido um caminho alterna-
tivo com a finalidade de simplificar o procedimento e evitar os cdlculos das fun¢des de onda. O

procedimento descrito nessa secdo € o principal resultado dessa parte da metodologia.
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Considerando que S;(k,rj;r) = %{f?, deriva-se a equagao de fase (Equagdo|3.35)), com respeito
J

a fun¢do energia potencial em um ponto particular, 7/, %(r,) ( %) = dir (%), para obter,

BIEL) _ GG srsen® o+ (k)] + Uirsen (2fkr-+ 5k} Sk )], (43)

em que G(r;r’) é definida como,

Gl = QU0 _ i se r=r' )
Cav(r) 0, se r#r" '

As Equagdes [3.35] e [3.43] compde o sistema de equagdes diferenciais que deve ser resolvido

acopladamente:

dy(r;k) _ _Ullgr) sen’[kr + % (r; k)]

dr
—dsl(;;rk’ r) = —% [Gy(r; sen®[kr + 1 (r; k)] 4 Us(r)sen {2[kr + y(r; k)] } S;(r;k, )]

(3.45)

A resolug@o no limite de r — oo, fornecera o deslocamento de fase, 1;(k) = (k) + 17”, e S;(k,r'),
um elemento da matriz S. As condi¢des iniciais para resolugdo do sistema sdo ¥ (k;rg) = —kry

e S;(k,r’;rg) = 0. O sistema € resolvido para varios valores de k € ¥’ para construir S.

3.3 INVERSAO A PARTIR DO COEFICIENTE DE VISCOSIDADE

Essa secdo tratard da inversdao da funcdo energia potencial a partir de dados de coeficiente de
viscosidade, ou equivalentemente, a partir das integrais de colisdo. O algoritmo apresentado
anteriormente, onde a matriz sensibilidade em relacdo a fase € obtida, é aplicado para varios

momentos angulares e vérias energias.
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3.3.1 Determinacdo das integrais de colisdo, Q22)

Conforme apresentado na sec¢do|3.1.1} o coeficiente de viscosidade, u,, como funcio da tempe-
ratura, 7', é expresso por,

B 5(7L'kaT)1/2 (n)
~16mr2Q22)(1)"H

(3.46)

n

(22) a integral de colisio. 1267 O resul-

em que, m é a massa, kg a constante de Boltzmann e Q
tado € baseado na solucdo da equacio de Boltzmann de Chapman-Enskog para fluidos a baixas
densidades e pequenos gradientes das quantidades fisicas.>> O fator fﬁ") ¢ uma funcao fraca da
temperatura que quase nunca desvia da unidade por mais que 1 %.% Para recuperar Q22) (T)a
partir de valores experimentais de 1 (7)) pode-se usar valores de f!(ln) calculados com um poten-
cial razodvel para o sistema, o erro introduzido neste caso é muito pequeno quando comparado

com o erro experimental nos valores de pi(T').%®

Os valores de Q(22)(T') foram obtidos por meio da Equagdo usando valores de u(T) cal-
culados com a expressio analitica proposta por Nacher.®” A expressdo analitica de Nacher®”
descreve de maneira satisfatéria os dados experimentais de 1 a 5 K, isto é, dentro da incerteza

experimental. O fator fﬁ") foi tomado como a unidade.
3.3.2 Obtencao da secao de choque total, o

Como apresentado na se¢do as integrais de colisio Q(>2) (T) se relacionam com a se¢do de
choque total 0@ (E) por meio de uma equagdo integral linear. Neste caso, a equagao é colocada

na forma,
1

QT = ooy

/ " exp(—E /kgT)E>QPVdE, (3.47)
0

em que, a energia E se relaciona com o numero de onda k por k = 27+/2mE /h, sendo h a

constante de Planck.

A quantidade o (E) é obtida resolvendo-se a equagio Q22 = KQ®@ decorrente da discreti-

zacdo total da Equacao A solucdo é dada por meio da Regularizacao de Tikhonov,

Q? = (KTK + A1) (KTQ?? + 1Q¥), (3.48)
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4 A o 2) TR
em que A é o parametro de regularizagio e Qé ) ¢ uma estimativa inicial calculada com uma

aproximagcao inicial para a funcdo energia potencial, Vj.

O célculo de Q(()z) dentro da estatistica de Bose-Einstein dada por,

8 & (+D(+2)

2 a3 S e k) —mk), (3.49)

0 (k) =
1=0,2,4,...
passa pela avaliagdo do deslocamento de fase, 1;(k) = y(k,r — o) + 17”, que é obtido pela
equacdo de Calogero (Equagio de fase[3.35),

dy(r;k) 1 [87%m, I(1+1)

o = x5 sin®[kR + 7 (r; k)]. (3.50)

A solucdo numérica para a fase foi obtida pelo método de Euler com passo 1072 A de 1,5 a
70000 A. Na Equacdo o somatorio foi realizado para momento angular par / de 0 a 20.
Mais detalhes sobre a equagdo diferencial de Calogero podem ser encontrados na sec¢do [3.2.1]

ou nas referéncias Lemes et al.,”? e Viterbo et al..”!
3.3.3 Aproximacao inicial para a funcdo energia potencial, Vj

A estimativa inicial para a funcao energia potencial, Vj, necessdria para inversao, € obtida pela
72

expressao,
V(r),r<r

Vo(r) = V(r)x{l+e [l—cos2 [ﬂ(%)”},r1<r<r2 ) (3.51)
V(r),r>nr

A funcao adiciona uma perturbacdo controlada pelo pardmetro € no intervalo de r; a r,. Como o
objetivo € obter o potencial na regido do poco, regido importante para caracterizagao do estado
ligado, tomou-se r| =2,4 A, rn=45 Aee= 0,2. O potencial V(r) é o potencial de Varandas, 19

tido aqui como um potencial de referéncia.
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3.3.4 Inversdo da fun¢do energia potencial

Para inversdo da func¢do energia potencial utilizou-se o Método da Aproximacao da Andlise de

Sensibilidade Funcional (se¢do [3.2.2)), conforme procedimento abaixo.

1. A partir de uma aproximacao inicial para a funcao energia potencial, Vp, calcula-se a secao
de choque total para varias energias e estabelece-se se o vetor, Qéz), € consequentemente
o vetor diferenca AQ(()Z) = Q((i)s — Q(()z). A quantidade Q((i)s € a secdo de choque obtida a

partir dos valores experimentais de @ (7).

2. Agora obtém-se a diferenca de uma melhor estimativa para a funcdo energia potencial
em relacdo a aproximagao inicial, AV, decorrente da diferenca da secdo de choque total,
AQ(()z), por

AQY =S'AV,, (3.52)

onde os elementos da matriz S sdo definidos por S’ (k,r) = ag‘(,z()r()k ).

3. Uma nova func¢ao energia potencial é obtida por V = Vo + AV, podendo o processo ser

repetido iterativamente.

A resolugdo da Equac@o [3.52] como serd mostrado na se¢do de discussodes, € mais conveniente-

mente escrita na forma logaritmica,

AlnQ” = SAInVy, (3.53)
em que os elementos de S sdo definidos por S = §'(k, r)% A solucgdo utilizando a Regula-
rizacdo de Tikhonov serd dada por

Vi = Vo[l +(S”S+A1)~'S"TAIn Q) (3.54)

em que A é o parAmetro de regularizacdo e I a matriz identidade.

Derivando-se a Equagdo em relagdo ao potencial obtém-se as sensibilidades S'(k,r) =
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(k1) = %,o;.. iy 2 sinf2 ) = )] [Snsllr) =S (k)] 359

As sensibilidades para o deslocamento de fase Sy, sdo calculadas conforme método desenvol-

vido na se¢do [3.2.3]
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Os resultados sdo apresentados para o problema direto, problema inverso intermedidrio e pro-

problema inverso final.

4.1 PROBLEMA DIRETO

O problema direto trata da obtencdo do coeficiente de viscosidade a partir da fungdo energia

potencial.

4.1.1 Deslocamento de fase

Os resultados para os célculos de deslocamento de fase, 1; (paral =0, 2, 4 e 6), sdo apresen-
tados na Figural4.1| para o *“He com pardmetro de nimero de onda reduzido, k* = ok, entre 0 e
7. O deslocamento de fase foi convenientemente dividido por 7 para se verificar o nimero de
estados ligados como descrito pelo teorema de Levinson, 1;(k — 0) = n; 7, onde n; é o nimero
de estados ligados para um dado momento angular.”> Os resultados para o >He sdo apresentados

na Figura[d.2) (para [ = 0,1,2,3 e 4) com pardmetro de nimero de onda reduzido entre 0 e 5.

Como se verifica nas figuras, nos limites para energia igual a zero, apenas o “He suporta um
estado ligado para momento angular igual a zero. O resultado estd de acordo com alguns tra-
balhos que tem experimentalmente detectado a molécula “He,.”#™ Nio se tem observagdes

experimentais para a molécula de 3He,, portanto, o potencial também descreve esse fato.

Com excecdo desses casos, o deslocamento de fase cresce até um certo valor maximo e depois
decresce a medida que a energia diminui. O deslocamento de fase positivo resulta da parte
atrativa do potential.’” Para um certo valor fixo de niimero de onda k e com a modificagio do
momento angular, verifica-se que a fase torna-se desprezivel a medida que o nimero quantico
aumenta. A observacio desse comportamento € util, pois permite, encontrar o valor limite de /

para os célculos dos somatdrios na se¢ao de choque para faixas de energias especificas.



Figura 4.1 — Deslocamento de fase para o “He, k* = ok.
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Fonte: Do autor.

Figura 4.2 — Deslocamento de fase para o *He, k* = ok.
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m/m
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Fonte: Do autor.
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4.1.2 Coeficiente de viscosidade

40

Os coeficientes de viscosidade para “He e *He foram calculadas de 1 a 100 K utilizando o

tratamento quantico e a aproximacao de quinta ordem. Os resultados estdo sumarizados na

Tabela 411

Tabela 4.1 — Coeficientes de viscosidade calculados em

fun¢do da temperatura.

“He 3He “He 3He

T, K u, uPas T, K u, uPas
1,00 0,3302 0,5628 12,00 2,3883 2,1614
1,20 0,3415 0,6678 14,00 2,6511 2,3790
1,40 10,3593 0,7664 16,00 2,8987 2,5864
1,60 0,3854 0,8541 18,00 3,1341 2,785
1,80 0,4193 0,9290 20,00 3,3593 2,9758
2,00 0,4596 09911 22,50 3,6291 13,2049
2,25  0,5171 1,0529 25,00 3,8876 3,4250
2,50 0,5802 11,1005 27,50 4,1355 3,6374
2,75 0,6469 11,1380 30,00 4,3757 3,8430
3,00 0,7154 1,1685 35,00 4,8351 4,2369
3,50 0,8526 11,2185 40,00 5,2710 4,6115
4,00 0,9851 1,2633 45,00 5,6880 4,9704
4,50 11,1098 1,3090 50,00 6,0889 5,3159
5,00 1,2261 1,3575 60,00 6,8526 5,9740
6,00 1,4364 1,4637 70,00 7,5729 6,5968
7,00 1,6237 11,5783 80,00 8,2606 7,1912
8,00 1,7951 1,6967 90,00 8,9209 17,7622
9,00 1,9547 1,8156 100,00 9,5579 8,3136
10,00 2,1057 11,9333

Fonte: Do autor.

Em comparacgdo com os resultados obtidos por Hurly e Moldover!® tem-se 0 médulo dos des-

vios relativos, |dry

, menores que |dry| = 0,7070% para o “He e |dry, | = 1,1984 % para o *He.

De modo geral os desvios estdo menores que o erro das medidas experimentais, portanto os re-

sultados descrevem os dados experimentais de maneira andloga. O méximo dos desvios ocorre

nas temperaturas menores onde erro experimental é maior. A Tabela apresenta a fonte dos

dados experimentais utilizadas para a comparacao.
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Tabela 4.2 — Fonte dos dados experimentais para os coeficientes de viscosi-

dade.
Artigo Faixa de temperatura, K N° de pontos Precisdo, %
Becker et al.®0 1,3-4,2 11 5
Becker e Misenta®! 14 - 20 3
Coremans et al. %2 20 - 80 7 2
Johnston e Grilly®? 80 - 300 12 3
Clarke e Smith®* 70 - 400 10 0,5

Fonte: Do autor.

As Figuras [4.3] e 4.4 mostram os resultados para os calculos dos coeficientes de viscosidade
em aproximac¢do de primeira e quinta ordem em compara¢ao com os dados experimentais de

Becker et al.,%%81 e og resultados de Hurly e Moldover. 18

Figura 4.3 — Coeficientes de viscosidade para o héliode 1 a 5 K. (——) Re-
sultados em aproximagao de quinta ordem; (----- ) Resultados
em aproximacdo de primeira ordem; Valores experimentais de

Becker et al.,"%81' () 3He, (0) “He; (*) Resultados de Hurly e
Moldover.18

p, pPas

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Fonte: Do autor.
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Figura 4.4 — Coeficientes de viscosidade para o hélio de 12 a 22 K. (——)
Resultados em aproximagdo de quinta ordem; (----- ) Resulta-
dos em aproximacdo de primeira ordem; Valores experimentais
de Becker et al.,8%81 (m) 3He, (0) *He; () Resultados de Hurly e
Moldover.8

3.8

12 14 16 18 20 22

Fonte: Do autor.

Verifica-se uma boa concordancia com os dados experimentais de 1 a 5 K, os resultados expe-
rimentais sdo melhores descritos com a aproximagdo de quinta ordem, com uma maior impor-
tancia para o isétopo de massa 3. Para o is6topo de massa 4 a aproximagao de quinta ordem é

mais importante abaixo de 2 K.

Para temperaturas maiores verifica-se um desvio dos resultados calculados em relagdo aos da-
dos experimentais tanto para o “He quanto para o >He. As medidas experimentais, sdo medidas
relativas que se baseiam em outros valores para calibracdo do sistema de medida. Os resulta-
dos de Becker e Misenta®! e também de Coremans et al.®% se apoiam em antigos dados para
calibracdo em suas medidas, Keesom (1942) 8 o Kamerlingh Onnes e Weber (1913),86 respec-
tivamente. Essas medidas apresentam desvios em relacdo a tendéncia dos dados?’ e portanto

tem sido recalculadas em alguns trabalhos.'8Z Utilizando a correcdo

1(20K) - u*(20K)

1(20 K) ’ “.D

Heorr = H — U

tem-se uma boa descri¢ao dos dados, todos os valores calculados estdo dentro da incerteza expe-

rimental (Figura . A quantidade p*(20 K) é obtida da condutividade, A, a 20 K de maneira
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a descrever a relagdo % ~ 14—5%3. A condutividade a 20 K foi obtida do trabalho experimental

de Acton and Kellner.®® Os resultados para o *He estio em acordo com resultados teéricos de

Hurly e Moldover® com diferenca menores que os erros experimentais.

Figura 4.5 — Desvios relativos dos coeficientes de viscosidade calculaos em
relacdo aos dados experimentais, He*: (——) Calculados com
o potencial de Varandas.'? (----- ) Hurly e Moldover.!® Dados
experimentais: (0) Becker e Misenta,®!' (v) Coremans et al., 5>
() Clarke e Smith®* e (¢) Johnston e Grilly.53.

100(,“0)({) - /vbcal)/:ucab %
o
|
|
|

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Fonte: Do autor.

4.1.3 Analise da sensibilidade

Uma questao importante € a sensibilidade dos coeficientes de viscosidade em relagdo aos para-
metros do potencial, por meio dela, pode se estimar o erro na propriedade de transporte devido
a uma pequena perturbacdo em algum parametro. O caso inverso também € valido, ou seja,
pode se estimar qual € o erro que se pode ter em um determinado parametro para se reproduzir

uma determinada propriedade dentro de seu erro experimental .’ A Figura apresenta para o
U 1
00 U
em relagcdo ao parametro do potencial analisado.

“He, o valor em médulo da quantidade que € a estimativa da sensibilidade do erro relativo

Os parametros Cg € ¥ sdo de maior importancia, apresentando um minimo de sensibilidade em
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40 e 6 K, respectivamente. Para temperaturas menores € maiores que esses valores, a dependén-
cia do valor de u com Y e Cg tende a aumentar. O parametro Cg possui uma maior sensibilidade
abaixo de 15 K enquanto que o parametro Cjg é o de menor sensibilidade sobre toda a faixa de
temperatura. Para o He, o comportamento é semelhante, porém com um minimo em Cg e ¥

proximos a 25 e 3,5 K, respectivamente.

Figura 4.6 — Sensibilidade do erro relativo em relacdo aos parametros do po-
tencial, He®.

0.4

0.35

0.3
0.25
0.2

0.15

|0n/00 x 1/l

0.1

0.05

_0.05 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100

Fonte: Do autor.

A Tabela apresenta os desvios admissiveis nos parametros considerando um erro de 0,5 %
no coeficiente de viscosidade, o menor dos erros experimentais apresentados na Tabela [4.2]
Verifica-se que os desvios, tanto em temperaturas maiores quanto nas menores, sio bem maio-
res que e o erro dos parametros C,, 10712, 1078 e 1075, respectivamente.!® De fato, uma familia
de potenciais descreverd o coeficiente de viscosidade dentro de sua incerteza experimental, o
que dificulta escolher um melhor potencial utilizando o critério da descri¢do dos dados experi-
mentais. No entanto, um potencial ab initio com pardmetros tio precisos1 possibilita a previsio
das propriedades experimentais com precisdo maior que a dos dados experimentais existentes,

dai a proposta de se utilizar tais dados como padrdes.
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Tabela 4.3 — Desvio aceitdvel nos parametros para um erro de 0,5 % em U, valores em mo-

dulo.
‘He 3He
T/K Pardmetro* Sensibilidade Desvio Sensibilidade Desvio
10 Cs 2,0131 x 1071 0,0248 9,9887 x 1072 0,5006
Cs 3,8399 x 1073 1,3021 1,0459 x 1073 47,8044
Cio 7,0389 x 107> 71,0336 1,3862x 10~ 3,6070 x 10°
y 5,3021 x 1072 0,0943 7,9673 x 1072 0,6276
100 Cs 2,4908 x 1072 0,2007 2,7964 x 1072 0,1788
Cs 1,3059 x 1073 3,8287 1,4023 x 1073 3,5656
Cio 4,6967 x 107> 106,4574  4,9548 x 107 100,9130
y 1,6070 x 10" 0,0311 1,6151 x 107! 0,0310

Fonte: Do autor.
*O Erro nos consecutivos C, sao 10712, 1078 e 1079, respectivamente. 19

4.2 INVERSAO A PARTIR DO DESLOCAMENTO DE FASE

Para ilustrar o método de obtencdo da matriz sensibilidade, consideraremos o potencial de

von=se[(2)" ()]

em que € € a profundidade do poco potencial e ¢ € a coordenada em que o potencial € zero.

Lennard-Jones,

Os parametros, o0 = 2,67 A e € = 1,97 meV, apropriados para descrever o sistema He-Ne,
foram utilizados. Para aproximacdo inicial, Vj, utilizou-se 0 mesmo potencial com pequenas

perturbacdes nos parametros.

4.2.1 Reprodugio de 6n;(k)

Utilizando a equacao diferencial para a fase (Equagao l calcula-se ﬁlobs com o potencial de
referéncia V (6 = 2,67 A e 1,97 meV) e com a aproximagao inicial para o potencial V; (0 =

0,999 x ¢ € & = 1,001 x €) calcula-se 7j°. Assim, determina-se a diferenca A7} = 7j°> — 7.

A mesma quantidade, Aﬁlo, pode ser estimada resolvendo a Equacao na perspectiva direta,
isto é, Aﬁlo — SAV?. A boa concordéncia de A7, avaliada pelos dois caminhos é um bom teste

para avaliar a qualidade da matriz S. A matriz sensibilidade € mostrada na Figura
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Figura 4.7 — Matriz S avaliada em Vp, [ = 2.

Fonte: Do autor.

A matriz sensibilidade foi obtida resolvendo o sistema de equacdes diferenciais pelo método
de Euler no intervalo de 1,5 a 7 A com passo 0,01 A. O limite de 7 A, para [ = 2 € suficiente
para discussdo do método do ponto de vista tedrico. Como pose ser observado na Figura[d.7 o

. e . . . . e —1
potencial de 5 a 7 A é mais sensivel ao deslocamento de fase a baixas energias,de 0 a2 A .
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Figura 4.8 — Variacdo da fase: (circulos) Calculada resolvendo a equagao
diferencial. (asteriscos) Calculada pela equacido de Fredholm

(Equagdo 3.41), [ = 2.

x10°8

_10 1 1 1 1 1 1 1

Fonte: Do autor.

A Figura[d.8] mostra excelente concordancia, para o cdlculo de An; (k) pelos dois caminhos. O

resultado evidencia o sucesso na constru¢do da matriz sensibilidade.

4.2.2 Inversao do Potencial

Agora procuramos inverter o potencial, com pardmetros sujeitos a uma maior perturbacao, con-
sideramos 69 = 0,99 x 0 (1 %) e gy = 1,1 x € (10 %). A norma da diferenca entre V e V) € de
0,5597. O indice de condicionamento da matriz S é de 9,32 X 10'° tornando o problema mal

condicionado. Portanto, para a inversao recorremos a Regularizacdo de Tikhonov.

O procedimento de regularizacdo consiste em adicionar uma restri¢do A ||[BAV||? ao funcional
dos minimos quadrados ||[SAV — A7j;||2. O parfimetro A controla o peso dado a restricdo, o
operador B foi tomado como a segunda derivada d? /dr? para controlar oscilagdes na solugio e

estabilizar o processo de inversdo. Para o funcional,

Q(AV) = ||SAV — AT ||* + A||BAV |2, (4.3)
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a solucdo € dada

AV = (STS+AB) /(KT AT)). (4.4)
A matriz S possui dimensao 60 x 551, sendo 60 valores de energia, k, na faixa de 0,1 a 10 Afl
e 551 pontosem r, de 1,5a7 A. Considerou-se [ =2e A =1x1075. A Figura apresenta
o resultado da inversdo apds 5 iteragdes juntamente com o potencial exato e a aproximacgao
inicial.
Figura 4.9 — Potenciais: (linha continua) V (r) com ¢ = 2,67 A e 1,97 meV.

(linha tracejada) Vp(r) com 6y = 0,99 x 6 e &g = 1,1 x €. (pon-
t0s) Veale, convergido apés 5 iteracdes. A = 1 x 10°
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Fonte: Do autor.

A norma da diferenca entre V e V. final € de 4,0196 x 1073, resultado em excelente concor-
dancia com o potencial referéncia V, a norma da diferencga inicial era de 0,5597. O parametro €

do novo potencial é de 1,96 meV um erro da ordem de 0,5 %.

Ainda com o intuito de facilitar os cédlculos, e tornar o programa mais rdpido, fixou-se a matriz

S como S = S(Vp). O resultado com a matriz fixa é mostrado na Figura apos 10 iteragdes.
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Figura 4.10 — Potenciais: (linha continua) V (r) com 6 =2,67 A e 1,97 meV.
(linha tracejada) Vp(r) com 6p = 0,99 x c e g = 1,1 x €. (pon-
tos) Veale, convergido apos 10 iteragdes, A = 1 x 10°. Matriz
sensibilidade fixa, S = S(Vp).
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Fonte: Do autor.

A norma da diferenca entre V e V. final é de 5,86 x 10~*, um resultado ainda em boa concor-

dancia. O minimo do potencial, €, € novamente de 1,96 meV.

A utilizacao da matriz sensibilidade fixa consiste em um importante resultado, pois ao se tra-
balhar com propriedades de transporte, os calculos devem ser realizados para varios momentos
angulares e vdrias energias. O limite de resolucdo da equagao diferencial € uma fun¢do do mo-
mento angular e da energia. Ainda, ao se considerar o processo iterativo, necessdrio devido a
nao linearidade do problema, o tempo de execucdo e testes do algoritmo tornam-se cada vez

mais demorados.

Agora com esse novo potencial em maos podemos calcular a fase e comparar com os valores

de fase bem estabelecidos.
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Figura 4.11 — Deslocamento de fase: (linha continua) calculada com o po-
tencial de referéncia, V(r). (pontos) calculada com o potencial
recuperado. Matriz sensibilidade fixa, S = S(Vj), [ =2, 10 ite-
racoes.

m/m
i

Fonte: Do autor.

O processo iterativo refina o potencial inicial fazendo com que a norma da diferenca entre a fase

decresca de 0,8013 para 0,0137.

4.3 INVERSAO A PARTIR DO COEFICIENTE DE VISCOSIDADE

Nesta secao a teria desenvolvida para o cdlculo da matriz sensibilidade do deslocamento de fase

em relacdo a funcdo energia potencial € utilizada na abordagem do problema final.

4.3.1 Inversdo da secdo de choque, o

A secao de choque total invertida com a Equacao a partir de valores de Q22 ¢ apresentada
na Figura A dimensio da matriz K foi 41 (temperatura) x 101 (energia) e o parimetro

de regularizacio foi avaliado como A = 2,5 x 107>, A aproximagdo inicial para a secdo de

choque Q(()Z) foi gerada com a Equagao|3.51] O préximo passo agora é encontrar um potencial
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que descreve adequadamente a secdo de choque invertida.
Figura 4.12 — Secao de choque total invertida.
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Fonte: Do autor.

4.3.2 Inversdo do potencial, V

A matriz sensibilidade normalizada S calculada com a expressao ¢ apresentada na Figura
M.13] A figura fornece qual faixa de energia é mais adequada para inversdo do potencial, ou
seja, qual faixa de energia o potencial € mais sensivel. Como pode se observar na Figura|4.13
a secdo de choque para valores de k de 0,2 a 0,5 A~! sdo mais importantes para inversdo do

potencial na distincia interatdmica de 3 a 4 A.

Como o indice de condicionamento da matriz S (5,77 x 10'%) é cerca de 3,7 vezes menor que o
indice de condicionamento da matriz 8’ (2,14 x 10'3), resolveu-se a Equagio ao invés da
Equagdo [3.52] Um indice de condicionamento maior implica em uma problema com nivel de

mal condicionamento maior.

Utilizando a Equacao [3.54|obteve-se o potencial otimizado apds trés iteragdes. Como aproxima-
¢do inicial para o potencial utilizou-se a expressdo[3.51] O potencial otimizado, a aproximagado

inicial e o potencial de referéncia sdo mostrados na Figura[4.14]



Figura 4.13 — Curvas de niveis normalizadas para a se¢do de choque total, S.
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A otimizacdo reduziu o erro médio da estimativa inicial em relag@o ao potencial de reféncia de
aproximadamente 10 % para um erro menor que 2,6 %. A profundidade do pogo do potencial
recuperado € de -11,1 K contra -11,0 K do potencial de referéncia, um erro menor que 1 %. A

distancia de equilibrio € a mesma para ambos os potenciais, 2,96 A.

Os valores dos coeficientes de viscosidade, determinados com o potencial refinado, com a es-

timativa inicial, e os calculados com a expressdo analitica de Nacher,®” sdo apresentados na

Figura[d.13]

Figura 4.15 — Coeficientes de viscosidae para o He*: (——) Calculado
usando a expressao analitica de Nacher. Y G ) Referente a
estimativa inicial Vj. ( ) Referente ao potencial otimizado.

1.4

Fonte: Do autor.

O calculo do coeficiente de viscosidade com Vj resulta em um erro médio de 12,4632 %, erro
maior que o avaliado por Becker®” para dados experimentais, da ordem de 5 %. Também, o
grande erro para V() mostra a alta sensibilidade da propriedade de transporte de 1 a 5 K na regidao
do poco potencial, o que evidencia a escolha correta da faixa de temperatura para otimizar o
potencial na regido de interesse. Para o potencial otimizado tem-se o erro médio de 1,6422
% em relacdo aos dados gerados com a expressao analitica de Nacher. Portanto, o método de
obtencao do potencial foi capaz de otimizar um potencial que a principio nao descrevia os dados
experimentais, levando a um novo potencial compardvel ao potencial de referéncia, isto €, que

descreve os dados experimentais.
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5 CONCLUSAO

Coeficientes de viscosidade para o “He e *He foram calculadas utilizando o tratamento quantico
e aproximacdo de quinta ordem de 1 a 100 K onde os efeitos quanticos sao importantes. O po-
tencial ab initio descrito por Varandas'® foi utilizado. Os valores calculados foram encontrados
dentro da incerteza experimental e estdo de acordo com os resultados de Hurly e Moldolver.18
Na andlise da sensibilidade, um estudo da dependéncia do coeficiente de viscosidade em re-
lacdo aos parametros do potencial foi realizado em fun¢do da temperatura. Verificou-se que
os desvios admissiveis nos parametros devido ao erro experimental em y € maior que o erro

dos parametros, L

mostrando que uma familia de potenciais € capaz de descrever a propriedade
dentro de seu erro experimental. No entanto a precisdo dos pardmetros maiores que os desvios
também mostra a grande precisdo do potencial, e consequentemente da propriedade calculada,
sendo maior que a dos dados experimentais existentes. Os resultados ndo sé contribuem para

89

calibragdo de viscosimetros e ressonadores acusticos,® mas também, para atestar o potencial

descrito por Varandas.”

Com o proposito de inverter a fungdo energia potencial a partir do deslocamento de fase,
estabeleceu-se um novo caminho para obtencdo da matriz sensibilidade entre deslocamento
de fase e o potencial intermolecular. No método, ndo hd aproximagdes e nem a necessidade dos
calculos das fun¢des de onda, apenas um sistema de equagdes diferenciais deve ser resolvido, o
método € rapido e preciso. A constru¢do da matriz sensibilidade permitiu avaliar quais regides
do deslocamento de fase sdo mais importantes para a inversdo do potencial a faixas especifi-
cas, neste caso, para inversiao do potencial de 5 a 7 A o deslocamento de fase possui maiores

informacdes a baixas energias, na regiio de 0 a2 A~ 1.

A linearizacdo do problema foi realizada por meio da Aproximacdo da Andlise de Sensibilidade
Funcional, método em que se considera a expansao em série de Taylor em primeira ordem. Em-
bora, com a matriz sensibilidade em maos, a obten¢do da funcdo energia potencial ndo € direta
devido ao mal condicionamento do problema. Para estabilizar o processo de recuperacio da
solucdo a Regularizacdo de Tikhonov foi utilizada. A técnica mostrou-se um recurso indispen-

savel e satisfatdria para o processo de inversao.

Considerando a matriz sensibilidade a cada iterag@o e posteriormente fixa, recuperou-se a fun-

cdo energia potencial em excelente concordincia. A norma da diferenca para uma aproximacgao
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inicial para o potencial foi reduzida de 0,5597 para a ordem de 10~* a 107, isto ¢, o método
demonstrou-se efetivo para refinar a funcdo energia potencial. A norma da diferenca entre a

fase decresce de 0,8013 para 0,0137 no processo iterativo considerando a matriz fixa.

Para o processo de inversdo da fung¢do energia potencial a partir de dados de coeficientes de vis-
cosidade, incialmente a se¢do de choque total foi recuperada dos valores de integral de colisdo
ap6s uma etapa algébrica. O problema linear foi resolvido com o auxilio da regularizacdo de
Tikhonov que mostrou excelentes resultados. O problema que conecta a secao de choque total e
a energia potencial foi linearizado por meio da Aproximagao da Anélise de Sensibilidade Fun-
cional. As sensibilidades necessarias, foram calculadas com o auxilio do método desenvolvido
que estabelece a sensibilidade da fase em relacdo a fungdo energia potencial. A sensibilidade
da secdo de choque total foi estabelecida por meio da derivacdo direta da expressdo analitica

concebida para o tratamento quantico dentro da estatistica de Bose-Einstein.

A transformac¢do do problema para a escala logaritmica junto com o procedimento de regulari-
zacdo possibilitou recuperar a funcio energia potencial na regido do poco potencial com um erro
médio menor que 2,6 % quando comparado ao potencial de referéncia. O erro na profundidade
do poco potencial foi de 1 % e as distancias de equilibrios foram iguais. O potencial recuperado
descreveu os coeficientes de viscosidade com erro de 1,6422 %, menor que o erro experimental
avaliado em 5 %, portanto o potencial recuperado descreve os dados de ceoficientes de viscosi-

dade dentro da incerteza experimental, equivalentemente, ao potencial de referéncia.

O procedimento descrito nessa tese pode ser utilizado a partir de outras quantidades experi-
mentais como, coeficientes de difusdo, condutividade térmica e segundo coeficiente do virial,
sendo um procedimento ttil para determinacido e comparagdo de potenciais obtidos por outros

métodos.
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APENDICES

APENDICE A- DENSIDADE DE ESTADOS DE FONONS PARA O COBRE A PARTIR
DE DADOS EXPERIMENTAIS DE CAPACIDADE CALORIFICA

Nesse apéndice um tipico problema inverso € abordado, a inversao da densidade de estados de
f(A)nonsEI a partir de dados de capacidade calorifica. O problema envolve uma equagao integral li-
near, que a partir da discretizacao total gera um sistema de equagdes lineares. O problema ¢ mal
condicionado, portanto a técnica regularizacdo de Tikhonov € utilizada fornecendo excelentes

resultados.

A.1 INTRODUCAO

A observagdo experimental da capacidade calorifica de s6lidos por Pierre Louis Dulong e Alexis
Thérese Petit em 1819 levou a conclusdo de que, de modo moderno, podemos enunciar como,
“a capacidade calorifica molar de um s6lido cristalino tem um valor constante igual a 3R, onde
R é a constante dos gases”.“ Outros resultados experimentais a baixas temperaturas mostraram
que a capacidade calorifica converge para zero a medida que a temperatura diminui. Embora,
o modelo da equiparticao da energia derive o valor limite 3R para altas temperaturas ele nao
¢ adequado para descrever o comportamento a baixas temperaturas. Tal resultado, mostrou a

limitagdo da teoria cldssica em descrever a observacdo experimental.

Einstein, em 1907, propde o modelo no qual considera um sistema quantico harmonico com
uma tnica frequéncia de vibragdo.”?!' O importante modelo para o desenvolvimento da fisica
quantica descrevia os valores limites para baixas e altas temperaturas, no entanto o modelo ten-
dia a zero muito mais rapidamente que os dados experimentais medidos. Em 1912, Debye, nao
s6 considerando uma tunica frequéncia de vibragdo, mas uma distribuicao de frequencias per-
missiveis continua (densidade de estados de fonons), descreve com sucesso 0 comportamento

da capacidade calorifica.

No modelo de Debye uma equacao integral de Fredholm conecta a densidade de estados de f6-
nons a capacidade calorifica a volume constante. Por um caminho similar, a partir da densidade

de estados, propriedades como variacdo de entalpia, variagdo da energia de Gibbs e entropia

IAs vezes nos referiremos 2 densidade de estados de fonons como, densidade de estados, distribuicao de
frequéncias, ou espectro, para efeito de simplificacdo.
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podem ser determinadas. Nesse sentido, a obtencdo da densidade de estados € de extrema im-

portancia para a descricdo de propriedades termofisicas do sistema.

As técnicas mais comumente usadas para obtencdo da densidade de estados de fonons sdo o
espalhamento Raman e o espalhamento de neutrons.?? A primeira técnica é limitada aos modos
centrais dos fonons, enquanto a segunda € de custo elevado. Alternativamente, a densidade
de estados pode ser obtida por técnicas de espahamento de raios X,”°% ou por célculos ab
initio, por exemplo, utilizando a teoria do funcional da densidade.®? Tais técnicas, resultam
em um espectro aproximado para o sistema que nem sempre sdo adequadas para descrever as

propriedades termofisicas como serd mostrado.

O problema inverso de recuperar a densidade de estados a partir de dados de capacidade calo-
rifica tem sido explorado até os dias de hoje, podemos citar Montroll (1942),2> Kok (1990),°
Chen (1990, 1998, 2010),%7*19 Xianxi (1999),1%1 Hague (2005),%% ¢ uma publicacio de nosso
grupo, Costa et al (2014).192

Em alguns casos, as solugdes propostas nao sao colocadas em termos de funcdes elementares,
por exemplo, a solu¢c@o proposta por Montroll envolve uma integral dupla no plano complexo.
Em outros casos, as solucdes sdo apropriadas em casos especiais onde se tem uma fungdo
analitica para a capacidade calorifica. Numericamente, verifica-se instabilidade nos calculos

e dificil implementacdo.

A dificuldade de inversdo deve-se ao mal condicionamento do problema,¥ neste caso técnicas
de regularizagcdo devem ser utilizadas. Neste capitulo a técnica de regularizacdo, Regularizagcdo
de Tikhonov, foi utilizada para a inversao da densidade de estados de fonons a partir de dados

de capacidade calorifica para o cobre.

Em principio ao se desenvolver um caminho para inversdo, dados simulados sdo utilizados,
até que, finalmente o método seja aplicdvel a dados experimentais, isto €, suporte a instabili-
dade do erro que se tem experimentalmente. Nesse trabalho todas as informagdes sdo de natu-
reza experimental, demonstrando a aplicabilidade final do caminho proposto. As propriedades
termodinamicas, entropia, variacdo de entalpia, e energia de Gibbs também sdo calculadas e

comparadas com dados experimentais.
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A.2 METODOLOGIA

Nesta se¢do, sdo apresentadas as principais equacgdes € a metodologia numérica utilizada na

resolucao do problema.
A.2.1 Calculo das propriedades termodinamicas

A partir da defini¢do de funcéo particdo Z, mais precisamente do logaritmo In(Z), a expressdo

para capacidade calorifica € derivada como

) keT)12 hv/(kgT)
() =k [ sy, (A1)

em que & € a constante de Planck, kg a constante de Boltzmann e g(v) a densidade de estados

de fénons normalizada para drea igual a 3N, onde N4 é o nimero de Avogrado.”®

A integral [A.T]foi resolvida numericamente utilizando-se a quadratura de Gauss-Legendre para

34 valores de temperatura. Utilizou-se 60 pontos em Vv entre 0,1 e 10 THz. Por um mesmo

caminho obteve-se as propriedades entropia, entalpia e enegia de Gibbs, por meio de, 10103

- / |: ehv/kBT _ 1) kBln(l - e_hV/kBT):| g(V)dV,
h [ * %
= 5/0 Vg(V)dV+l’l/0 th/kB—T_lg(v)dv
_ g [ vsiavrst [T - e A gvav.
0 0

Para as propriedades ndo absolutas, utilizou-se 7 = 0K para a temperatura do estado de refe-

réncia, 100103

A.2.2 Regularizac¢do de Tikhonov

A integral em sua forma discretizada, Cv(7;) ~ Yj_, K(7i,v;)g(V;), considerando m va-

lores de temperatura, leva a forma matricial, C = Kg, C e g s@o vetores colunas contendo as
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capacidades calorificas para m temperaturas e a densidade de estados para n frequéncias, res-

pectivamente.

A principio poderia se tentar buscar g a partir de C resolvendo o problema de minimizacdo
. 2
min [Kg —Cf3, (A.2)
cuja solugdo pode ser encontrada resolvendo a equagao normal,

Kg = C. (A.3)

Entretanto, a integral [A.T| uma equacdo integral de Fredholm de primeira ordem, caracteriza
o problema como mal-colocado.’%* Portanto, o problema de minimizagio, sujeito a pequenos
erros no vetor C amplificard o erro na solucio, tornando-a inapropriada.’®? Um caminho alter-

nativo € utilizando a Regularizacdo de Tikhonov.

Na Regularizagao de Tikhonov restri¢des sao adicionadas ao problema de minimizac¢ao definido

pela Equagdo [A 21412
min { [ Kg — C5+2 L]} . (A4)

em que, A € o parAmetro de regularizagdo que controla o balango entre a norma do residuo e a
norma da restricdo. O operador linear L pode ser definido como Lg =g, g, g" ou Lg =g — 814
A quantidade g é uma aproximag@o inicial para g e (") designa a notac¢@o prima para a derivada

de g em relagdo a v.

Nesse capitulo consideramos Lg = g — g por possuirmos dados experimentais de g que foram

utilizados como a estimativa inicial g. Dessa forma a solugdo é obtida por

min { || Kg— C|3 + 4 g~ &]3 } (A5)
resolvendo a equagdo normal,
Gg=y,
em que,
K

VAL
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C
VAg

A estimativa inicial g foi obtida do trabalho experimental de Flinn

y:

93 As equagdes normais

foram resolvidas sujeitas a restricdo g(v;) > 0 para todo j. 106

O parametro A foi obtido pelo método grifico da curva L, um gréfico do logaritmo da norma
da solucdo em funcdo do logaritmo da norma do residuo correspondente, para varios valores
de 1.5 Para problemas mal-colocados o grifico frequentemente tem a forma de um L.1® E
selecionado o valor de A onde a curva apresenta um “canto”, esse é o melhor valor de A no

sentido em que hd o melhor balanco entre as normas.

A.2.3 Analise da sensibilidade

Uma questdo importante a ser analisada € a sensibilidade da capacidade calorifica a volume
constante em relagdo a uma pequena perturbacdo na densidade de estados, isto €, quais fai-
xas de densidade de estados sdo mais importantes para descricdo da propriedade. Em termos

matemdticos a sensibilidade € traduzida pela derivada parcial S;; = aachz( )) considerando que

JdCy (T;)
dg(vj)
ICy (T)

Precisamente 8g‘Ev~l) estima a sensibilidade da variacdo em Cy(7;) para uma pequena variagdo
J

dCy(Ti) = ———-dg(v;).

finita em g(v;). Ainda pode-se avaliar a sensibilidade em termos relativos considerando

dCy(T) _ {aCV(Ti) g(vj) } dg(v;)
Cv(Ty) | dg(v)) Cv(Ti)] g(v))

ICy(T) 8(v))
Agora a quantidade Te0v;) Oyl

variagdo em Cy(T;) devido a uma pequena variagdo finita de um percentual (ou razdo) em

8 (Vj>~ As vezes a sensibilidade relativa aCV(( )) C‘E (T)

dInCy(T;) 23
dlng(v;)) -

estima qual serd a sensibilidade do percentual (ou razdo) de

) ¢é escrita de forma mais resumida como
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A.3 RESULTADOS E DISCUSSAO

Nesta secdo € apresentada a abordagem ao problema direto e posteriormente a abordagem ao

problema inverso.

A.3.1 Calculo das capacidades calorificas

Na Figura é apresentada a densidade de estados de Flinn®? utilizada para os célculos de Cy
mostrados na Figura[A.2]

Figura A.1 — Densidade de estados para o cobre.

X 10ll

v, Hz x 10%2

Fonte: Do autor, adaptada de Flinn (1961).23

107 apresentados na Figura possuem a

Os dados experimentais de C, de Giauque e Meads
precisaiode 2 a3 % a 15K, de 1 % a 20 K, e de 0,1 a 0,2 % para valores acima de 35 K.
Nas temperaturas mencionadas, o0 médulo dos desvios médios entre os valores calculados e os
experimentais foram, respectivamente, 33,4 %, 30,1 % e 4 %, assim sendo, todos os dados
calculados estdo fora da incerteza experimental. Os desvios verificados podem ser atribuidos
aos detalhes do espectro de frequéncias que estio relacionados com as suposicoes das leis de

forcas utilizadas para a sua construgiio como destacam Flinn et al.®>
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Como mostrado na Figura[A.3] também hd um desvio significativo para as propriedades termo-

dindmicas calculadas, entropia, S, variacdo de entalpia, AH, e energia de Gibbs, AG. Os erros

médios em moédulo para S, AH e AG, foram, respectivamente, 12,63 %, 11,08 % e 15,80 %.
Figura A.2 — Capacidades calorificas para o cobre. (0) Valores experimen-

tais de Giauque e Meads. ( ) Valores calculados usando a
densidade de estados de Flinn.??

25

20

0 50 100 150 200 250 300
T, K

Fonte: Do autor, valores experimentais de Giauque e Meads (1941).1%7



Figura A.3 — Propriedades termodinamicas calculadas a partir da densidade
de estados obtida do trabalho de Flinn em compara¢do com os
dados experimentais de Giauque e Meads.

35 ‘
© gvcaf o O g
o AH™/T o
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N
ul
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propriedades, J mol 'K!
= &
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T, K

Fonte: Do autor, valores experimentais de Giauque e Meads (1941).1%7
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A.3.2 Otimizando a densidade de estados: Regularizacdo de Tikhonov

Com o propdsito de obter g(Vv) a partir de Cy, 0 caminho minimizando € abordado obtendo
a solucdo apresentada na Figura[A.4] Como se verifica, embora a solugdo apresente uma norma
do residuo minima (0,0345) ela ndo ¢ fisicamente aceitdvel. O alto indice de condicionamento
da matriz K (8,33 x 10'®) e o erro que se tem em C sdo suficientes para tornar o processo de

obtencdo da solucao instavel.

Figura A.4 — Solucdo invertida pela elimina¢do de Gauss com pivotamento
parcial.

x 10%

15

051 i

_05 - .

v, Hz X :I.O12

Fonte: Do autor.

A obtencdo de uma solugdo estavel € feita por meio da regulariza¢dao de Tikhonov minimizando
Para isso, utilizou-se A = 3,43 x 1072 que foi avaliado pelo curva L mostrada na Fi-
gura @ A densidade de estados invertida, utilizando a densidade de estados de Flinn como
a estimativa inicial é apresentado na Figura[A.6] ela é semelhante a aproximagdo inicial expe-
rimental, isto é, é fisicamente aceitdvel. Na Figura [A.7] apresenta-se a matriz sensibilidade em
termos relativos onde pode-se inferir quais faixas de temperatura sao mais importantes para a in-
versdo da densidade de estados em faixas desejadas de frequéncias. Por exemplo, os valores de
temperatura acima de 100 K sd3o mais apropriados para inversao da densidade de estados apro-
ximadamente a 7 THz, enquanto, valores de Cy abaixo de 100 K sdao mais tteis para inversao

abaixo de 5 THz.



Figura A.5 - CurvaL, 10739 <1 <1020,
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Fonte: Do autor.

Figura A.6 — Densidade de estados otimizada pela regularizacdo de Tikhonov.
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Fonte: Do autor, aproximacdo inicial adaptada de Flinn (1961).23
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Figura A.7 — Matriz sensibilidade em termos relativos.
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Fonte: Do autor.
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A Tabela [A.T| resume os valores calculados de Cy utilizando a densidade de estados inicial e a

otimizada em comparac¢io com os dados experimentais.

Tabela A.1 — Capacidades calorificas em comparacdo com os resultados experimentais de

Giauque e Meads.
T, K C{C/XP C‘c/al»< C‘c/al** T, K C‘e/XP C‘c/al* C‘c/al**
Jmol 'K~! Jmol 'K~!
15 0,17 0,11 0,17 150 20,25 19,75 20,29

20 0477 0,334 0,469 160 20,79 20,29 20,80
25 0975 0,744 0,983 170 21,26 20,75 21,24

30 1,72 1,37 1,73 180 21,64 21,15 21,63
35 266 221 2,68 190 21,97 21,50 21,96
40 3,77 3,22 3,78 200 22,28 21,80 22,24

45 4978 4,333 4,975 210 22,53 22,07 22,50
50 6,237 5,512 6,214 220 22,774 22,30 22,72
60 8,655 7,889 8,660 230 22,94 22,51 22092
70 10,90 10,12 10,906 240 23,14 22,69 23,09
80 12,87 12,10 12,873 250 23,31 22,86 23,25
90 14,56 13,81 14,550 260 23,43 23,01 23,39
100 15,98 15,26 15,964 270 23,54 23,14 23,51
110 17,17 16,48 17,150 280 23,63 23,26 23,63
120 18,15 17,51 18,146 290 23,68 23,37 23,73
130 18,95 18,38 18,983 298,1 23,770 23,45 23,81
140 19,64 19,12 19,690 300 23,771 2347 23,82

Fonte: Do autor, valores experimentais de Giauque e Meads (1941).197

* Usando a densidade de estados de Flinn.
** Usando a densidade de estados otimizada.

Os dados calculados com a densidade de estados otimizada se encontram em sua maioria dentro

do erro experimental, 0 maior erro ocorre na temperatura mais baixa, menor que 2 % conforme

Figuras[A.§|e[A.9]



Figura A.8 — Erro relativo para o Cy, valor calculado em relagdo ao dado ex-
perimental, valores em mdédulo.
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Fonte: Do autor.

Figura A.9 — Erro relativo para o Cy, valor experimental em relacdo ao dado
calculado com a densidade de estados otimizada.
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Fonte: Do autor.



77
Uma melhora significativa nas propriedades termodinamicas também € verificada como mostra

a Figura(A.10

Figura A.10 — Propriedades calculadas a partir da densidade de estados otimi-
zada para o cobre.

35 \
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N
o
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propriedades, J mol 'K~!
5 o

0 50 100 150 200 250 300

Fonte: Do autor, valores experimentais de Giauque e Meads (1941).1%7

O erro médio em moédulo, para S, € de 1,63 % contra 12,63 % inicial, para AH de 1,44 % contra
11,08 % inicial e para AG de 2,48 % para 15,80 % inicial. Portanto a otimizac¢do da densidade

de estados de fonons melhora significativamente a previsdao das propriedades termodindmicas.

A4 CONCLUSAO

O problema inverso de recuperar a densidade de estados de fonons a partir da capacidade calori-
fica para o cobre foi abordado. Para a inversdo da densidade de estados utilizou-se a Regulariza-
cdo de Tikhonov e a restricao de ndo negatividade para evitar solu¢gdes sem significado fisico. A
regulariza¢do, ndo s6 minimiza a norma do residuo mas também a norma da solucdo. O equili-
brio entre as duas normas a serem minimizadas foi controlado pelo parametro de regularizacao,
avaliado pela curva L como A = 3,43 x 1072, Todos os dados utilizados foram experimentais,
demonstrando a aplicabilidade final do método. O caminho proposto demonstrou ser estivel,

ou seja, suporta a instabilidade proveniente do erro experimental.
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A matriz sensibilidade foi obtida onde se verificou que valores de temperatura acima de 100 K
sdo mais apropriados para inversdo da densidade de estados aproximadamente a 7 THz e que

valores de Cy abaixo de 100 K sdo mais tteis para inversao abaixo de 5 THz.

A densidade de estados obtida possui um perfil similar & experimental utilizada como aproxi-
macao inicial, isto é, é fisicamente aceitdvel. Com a densidade de estados otimizada obteve-se
as capacidades calorificas dentro da incerteza experimental. Os erros médios em mddulo para
as propriedades termodindmicas também decrescem com a otimizacao, para S, AH e AG, caem

de 12,63 para 1,63, de 11,08 para 1,44 e de 15,80 para 2,48, respectivamente.

O trabalho ndo s6 contribui para a drea da quimica demonstrando um caminho para se refinar a
densidade de estados de fonons obtidas experimentalmente ou computacionalmente, mas tam-
bém contribui para a drea de problemas inversos, que de certa forma, abrange varios problemas

da ciéncia, incluindo a quimica, a fisica e a matematica.
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APENDICE B- COEFICIENTES DE TRANSMISSAO E REFLEXAO PELO METODO
DA AMPLITUDE VARIAVEL

A exemplo da equacdo de Calogero, a qual foi deduzida pelo método da variagdo dos parame-
tros (secdo [3.2.1)), se deduzird a equagdo diferencial para a amplitude de reflexdo. Com uma
condicdo inicial adequada para o problema, o método € aplicdvel a barreiras potenciais com di-
ferentes limites assintéticos. Célculos numéricos sio realizados para o potencial de Eckart. 198

Para uma versio mais completa do texto consulte o trabalho publicado.1?”

B.1 INTRODUCAO

A compreenssao do processo de tunelamento, processo em que uma particula com energia total

E penetre em uma regido do espacgo onde a energia potencial V (x) é maior que E, possibilitou a

1100111

interpretagcdo de varios fenomenos fisicos e quimicos como o decaimento alfa, a emissao

de elétrons por metais frios sob a influéncia de um campo forte, 12 reacdes de transferéncia de

hidrogénio, fundamentais para a compreensio do efeito isotépico cinético H/D, 314

1150116

meca-

e inversio espectral. 418 O processo também & de
119

nismos de transferéncia de elétrons

importancia para o planejamento de novos semicondutores e dispositivos eletronicos.

A resolugdo da equagao unidimensional de Schrodinger de forma analitica € limitada a potenci-
ais modelos como o potencial degrau e o barreira retangular que frequentemente se distanciam
da realidade fisica.120122 A abordagem a formas potenciais mais complicadas é feita por um
caminho numérico aplicando-se por exemplo o método da matriz de transferéncia para a obten-
¢do de coeficientes de transmissdo/reflexdo. 1237129 Algumas deficiéncias do método da matriz
de transferéncia tem sido pontuadas por Rozman ef al. como o aumento do esfor¢o computaci-
onal decorrente do aumento de segmentos em que o potencial é dividido e erros numéricos de

arredondamento ao lidar com barreiras opacas.

O método que damos destaque aqui € o método originalmente apresentado por Tikochinsky em
19771270 método, a qual também poder ser chamado de método da amplitude varidvel, con-
siste basicamente em estabelecer uma equacgao diferencial para a aplitude de reflexao, similar a
equacio de Calogero.** U3 O método de Tikochinsky, consiste de uma ferramenta simples

e de facil implementacdo computacional e aplica-se de forma geral a potenciais localizados.
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Nessa secdo, assim como foi feito para a equacdo de Calogero, a equacao de Tikochinsky serd
obtida pelo método da variacdo dos parametros. Calculos numéricos serdo realizados para o
potencial de Eckart para enfatizar a aplicacdo do método a diferentes condi¢cdes de contorno,

ndo necessariamente V (x + oo) = 0, como na maioria dos trabalhos. 128
B.2 EQUA(;AO DE TIKOCHINSKY

Sera aplicado o método geral apresentado por Ronveaux para derivar a equacao diferencial para
o método da amplitude varidvel.>” O ponto inicial é a equacdio em uma dimensio de Schrodinger

escrita na seguinte forma

V' +iPY =U )y, (B.1)

em que U (x) = 2mV (x)/h* é o potencial reduzido e k = y/2mE /i é o nimero de onda. As
quantidades m, V (x), i e E séo respectivamente, a massa, o potencial, a constante reduzida de

Planck e a energia.

Em comparagio com a equagao geral [3.15|repetida abaixo
W (x) + P(x)u (x) + Q(x)u(x) = Vi (x)u(x) + Va(x)u (x).

identifica-se as equivaléncias u = y, Q(x) = k? e Vi (x) = U(x) sendo as demais quantidades

nulas.

Considerando as solu¢des para o problema homogéneo associado u; = y; = e e up = y» =

e~k ¢ a equacio de fase (repetida abaixo)

uy (x) + up(x)
detW

S'(x) = SOy ) ey () + w2 ()S()] + Va )l () -y ()S ()] -

obtem-se finalmente a equacdo de Tikochinsky

Ulx)

/
kox) = —
r(k,x) 2ik

ikx —ikx 2
[e +r(k,x)e (B.2)

onde se utilizou a equivaléncia S = r. Com a incidéncia das particulas sobre a barreira da

esquerda para a direita, a condi¢do inicial serd dada por ry = r(k,xp) = %ezimk, em que

ko= \/ 2m[E — V (x0)]/H* € xo é um valor grande da coordenada onde o potencial é praticamente
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constante. A condigdo inicial é a amplitude de reflexdo para o potencial degrau V (xo)H (x — xo)

sendo H a fun¢do degrau.

B.3 RESULTADOS E DISCUSSAO

Para os calculos utilzou-se o método de Runge-Kutta quarta e quinta ordem com passo adapta-

tivo.122. A integracdo foi realizada de 20 a -20 em unidades atomicas.

O potencial de Eckart, 108122

V(x)

be*

:% 1+e*

(14+e)?2]’

(B.3)

como funcdo dos parametros a e b € apresentado na Figura|B.1

Figura B.1 — Potencial de Eckart para diferentes valores do parametro a com

b = 8&a.
3-5 T T T T
3 .
25 |
— 2r
=2
~
15 F
1 .
05
0 | L
-20 -15 10

Fonte: Do autor.

A modificacdo do limite a direita do potencial Vp pode ser visualizada como fun¢do da modifi-

cacdo do parametro a para b = 8a.

Os coeficietes de reflex@o, R, sao apresentados na Figura

B.2

) .2
no intervalo de energia % <E<L
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4,5 em comparacdo com a solugdo analitica

_cosh27(k — B)] +cosh(274)

~ cosh27(k + B)] + cosh(278)’ (B.4)

R(k)

em que B = Vk?—ae 8§ = /b—1/4, adequada para descrever o coeficiente de reflexdo para
b>1/4.

Figura B.2 — Coeficiente de reflexdo R para o potencial de Eckart para diferen-
tes valores de a com b = 8a, (linha continua) exato, (asteriscos)
solucdo numérica.

Fonte: Do autor.

O erro médio em comparacio com a solugio exata foi de 1,54 x 107% %. Como vantagem
o método de Tikochinsky possibilita utilizar técnicas com passo adaptativo o que contorna os

problemas do método da matriz de transferéncia citados por Rozman et a2V

B.4 CONCLUSAO

O método de Tikochinsky apresenta-se como um caminho simples e preciso para cdlculos de
coeficientes de reflexdo/transmissdo. A forma de uma quacdo diferencial de primeira ordem
permite explorar diversas técnicas de resolu¢do de equacdes diferenciais, como as de passo
adaptativo que confere uma solugdo ripida e precisa. Com a condicao inicial utilizada o método

torna-se geral para potenciais localizados com diversos limites assintéticos.
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APENDICE C- APRIMORAMENTO PARA O CALCULO DA DENSIDADE DE SEN-
SIBILIDADE - REPRESENTACAO INTEGRAL

Como vimos na secdo(3.2.1.2) Equagao(3.30} utilizando a técnica da variagdo dos parametros, a

partir da equagdo radial de Schrodinger encontra-se a equagao diferencial para o deslocamento

de fase, m;(p;k), sendo fun¢do do momento angular / e do nimero de onda k2100

dnlcgg;k) B _Uip) {Ji(kp) cos[mi(p;k)] — 91 (kr) sin[mi(p: k)] }*. (C.1)

Subtituimos a notagdo r da Equacdo [3.30| por p e também utilizamos as fungdes Ricatti-Bessel
1 e 91,138 a0 invés das fungdes esféricas de Bessel j; e y; para simplificar a notagdo integral que

serd apresentada.

A quantidade U(p) se relaciona com o potencial V(p) por U(p) = 2“;—2(‘)) em que [ € a massa

reduzida do sistema e % a constante reduzida de Planck.

Como discutido em trabalho anterior,”" a sensibilidade S;(k,r) = %1‘7,’(%) pode ser obtida resol-

vendo-se a equacdo de fase (C.I)) acoplada a equagdo diferencial

ds;(p:k,r)
dp

= Sy k) cos{m (p: )] (k) sinf (p: )]

+@ {2)i(kp )y (kp) cos[2ny(p: k)] + [j7 (kp) — ¥} (kp)]sin[2my (p: k)] } Si(pik,r)  (C.2)

em que S;(p;k,r) = ag’v(’()r;)k) e

. _9dU(p) é—‘;, se p=r
Gloir) = av(r) 0, se p#r . €

A equagio (C.2)) é recuperada de modo direto derivando-se a equagdo (C.I)) com respeito a um

. 1 et & dSipskr) 9 dmi(pik)
ponto especifico no potencial, isto &, dp - = wWe) dp

Numericamente inicia-se a integracdo a partir de uma coordenada pequena, Py, tal qual possa se

aproximar o deslocamento de fase inicial pelo deslocamento de fase de um potencial de esfera

rigida de didmetro py, isto é, 1n;(po;k) = arctan %]z—gg%.” A aproximacdo € valida pois para

p < po o potencial cresce abruptamente. Considerando pg < r tem-se que a fase no ponto pg
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ndo dependerd do potencial em r, portanto a condigdo inicial para a sensibilidade S;(pg;k,r) é
nula. O deslocamento de fase 1; (k) e a sensibilidade S;(k, r) sdo obtidos no limite de p tendendo
ao infinito, isto é, 1;(k) = n;(p — oo3k) e S;(k,r) = S;(p — oo;k,r), na pritica a integra¢do é

realizada até que as quantidades convirjam dentro de uma precisao preestabelecida.

A fungdo G(p;r) é definida unicamente em r, deste modo, a sensibilidade comegara a ser acu-
mulada apenas a partir desse ponto. Como consequéncia pode-se iniciar a integracao a partir de

r, a equagdo (C.2) se simplifica ao problema de valor inicial:

S (rik) = —%{jz(kr) cos[n;(r; k)] — v (kr) sin[n; (r; k)] }*Ar (C4)

UPEL) _ E) (2ikp (k) cosiom (pi)] -+ [ kp) 32 kp)] sinf2m (k)] ik

(C.5)

O termo Ar aparecerd naturalmente ao se resolver o problema por meio da equagado (C.2) nu-
dSl(fp;k’r) (Equacdo |C.2) quando p = r. O termo

corresponde ao espacamento nas coordenadas dos pontos onde se pretende inverter o potencial.

mericamente, serd o passo multiplicado por

In(k) _ Smy(k)

Considerando que W = V0 Ar encontra-se, a partir de (C.5)), a expressdo para a densidade
de sensibilidade,
(k) o > fi(p:
— S9(r:k)elr filpik)dp C6
(SV(I’) 1 (l’ )e ’ ( )
em que
U(r) . 2 7 .
fi(rik) = {2)i(kr)yi (kr) cos[2m; (s k)] + [ (kr) — y7 (kr)] sin[2m (3 k)] } (C.7)

k
e Ar=1em S(r;k).

Na formulagao alternativa para a obtengdo da densidade de sensibilidade, Equacdo [C.6] a de-
pendéncia em r estd no limite inferior de integracdo. O integrando depende tdo somente do
conhecimento de 7n;(r; k), portanto resolvendo-se a equagdo de fase apenas uma unica vez para
um dado nimero de onda k e momento angular / € possivel encontrar a densidade de sensibili-

dade para vdrias coordenadas, diferentemente do caminho anterior, cuja equagdo de fase deve



85

ser resolvida vdrias vezes acopladamente, e em faixas onde a sensibilidade ndo é acumulada.
O estabelecimento da expressdo para a densidade de sensibilidade ao invés da sensibilidade,
como no método anterior, configura também vantagem, pois os pesos Ar podem ser escolhidos

apropriadamentes para uma melhor representacdo da equacao integral.

Ainda de (C.6), pode-se recuperar a solucdo radial, u;(r), por meio da relagdo demonstrada por

Guzman e Rabitz,©>

smk) 2
5"7}(<r)> _ —h—‘;ulZ(r;k). (C.8)

Com simples manipulacado algébrica encontra-se,

ur(rik) = uf (r:k)e2 I PRIdp. (C9)
em que
1
u?(r;k) = ﬁ{jl(kr) cos[n;(r; k)] — yi (kr) sin[n; (r; k)] }. (C.10)

E importante enfatizar que embora a solucio da equacio radial possa ser encontrada por outros
métodos numéricos, como por exemplo, o método renormalizado de Numerov, 30 ela deve estar
devidamente normalizada de maneira a satisfazer (C.8) o que nem sempre € vidvel. O método
aqui apresentado € um simples caminho para encontrar a densidade de sensibilidade e a fun¢do

de onda radial a partir de 1;(r; k).
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