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RESUMO

Esta tese apresenta o problema que relaciona o coeficiente de viscosidade quântico e a função

energia potencial para o sistema He-He. Primeiramente, com o propósito de se verificar uma

recente função energia potencial resolveu-se o problema direto obtendo o coeficiente de visco-

sidade de 1 a 100 K, faixa em que os efeitos quânticos são importantes. Os valores calculados

foram encontrados dentro da incerteza experimental atestando assim a função energia potencial

para a descrição da propriedade. Em seguida, com o objetivo principal de se obter a função

energia potencial a partir do coeficiente de viscosidade, abordou-se em primeiro lugar um pro-

blema inverso intermediário, o da obtenção da função energia potencial a partir de valores de

deslocamento de fase. O deslocamento de fase é encontrado como um valor limite para dis-

tâncias em que a função energia potencial é desprezível, pela equação de Calogero. A equação

de Calogero é uma equação diferencial de Ricatti a qual depende da função energia potencial

de modo não linear. Nesse sentido, para aplicar a Aproximação da Análise de Sensibilidade

Funcional, um novo método para obter a sensibilidade do deslocamento de fase em relação a

função energia potencial foi desenvolvido a partir da equação de Calogero, possibilitando abor-

dar o problema. Finalmente, com a nova metodologia desenvolvida a função energia potencial

pôde ser obtida a partir de dados de coeficiente de viscosidade dentro do tratamento quântico.

O procedimento envolveu uma etapa linear, o da obtenção da seção de choque pelas integrais de

colisão, e uma não linear, o da obtenção da função energia potencial a partir da seção de cho-

que. Os problemas por serem mal-colocados foram resolvidos com a técnica de regularização,

Regularização de Tikhonov, a qual demonstrou-se como uma técnica eficaz para estabilizar o

problema. A função de energia potencial recuperada descreve o coeficiente de viscosidade com

um erro médio de 1,6422 %, erro menor que o erro experimental (5 %).

Palavras-chaves: Coeficiente de viscosidade. Função energia potencial. Problemas inversos.

Problema mal-colocado. Aproximação da Análise de Sensibilidade Funcional. Regularização

de Tikhonov.



ABSTRACT

This thesis presents the problem of relating the quantum viscosity coefficient and potential

energy function for the He-He system. First, in order to check a recent potential energy poten-

tial, the direct problem has been solved getting the viscosity coefficient from 1 to 100 K, range

in which the quantum effects become important. The calculated values were found within the

experimental uncertainty thus attesting the quality of the potential energy function for the des-

cription of the property. Then, with the main objective to get the potential energy function from

the viscosity coefficient, first an intermediate inverse problem has been addressed, obtaining

the potential energy function from the phase shift. Phase shift is found as a threshold value for

distances at which the potential energy function is negligible, from Calogero equation. Calo-

gero equation is a Ricatti differential equation which depends on the potential energy function

in a nonlinear way. Accordingly, to apply the Functional Sensitivity Analysis Approach, a new

method for get the sensitivity of the phase shift relative to potential energy function has been de-

veloped from equation Calogero’s. Finally, with the new methodology developed the potential

energy function might be obtained from viscosity coefficient data within the quantum treatment.

The procedure involved a linear step, to obtain the cross section through collision integrals, and

a nonlinear step, obtaining the potential energy function from cross section. The problems are

ill-posed and were solved with the regularization technique, Tikhonov regularization, which has

been shown as an effective technique to stabilize the problem. The potential energy function

recovered describes the viscosity coefficient with an average error of 1.6422 % that is less than

the experimental error (5 %).

Key words: Viscosity coefficient. Potential energy function. Inverse problems. Ill-posed pro-

blem. Functional Sensitivity Analysis Approach. Tikhonov regularization.
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1 INTRODUÇÃO

De forma geral, em ciência busca-se compreender as relações entre causa e efeito. A busca

desta compreensão pode-se dar de maneira a apenas encontrar o modelo matemático que des-

creva a relação ou em um nível mais fundamental, descrever o porquê da relação matemática

encontrada. Por exemplo, em química pode-se experimentalmente descrever a cinética de uma

reação química e em etapa posterior justificar a relação encontrada baseando-se nas reações

elementares para o processo.1 Outro exemplo é a descrição das raias espectrais para o átomo

de hidrogênio, em um primeiro momento encontrou-se uma relação experimental, fórmula de

Balmer, e posteriormente tal relação foi primariamente entendida com o modelo de Bohr.2 O

problema de encontrar a relação entre causa e efeito é denominado problema de identificação

de modelo.3

Uma vez identificado o modelo, ele pode ser utilizado para gerar resultados a partir de dados

de entrada abordando o problema direto. São exemplos, encontrar a distribuição de espécies

em um equilíbrio ácido-base a partir das constantes de acidez,4 determinar o perfil de formação

de um produto em uma reação química a partir das constantes de velocidades,5 determinar o

segundo coeficiente do virial a partir da função energia potencial,6 determinar as capacidades

caloríficas a partir da densidade de estados de fônons,7 determinar a distribuição de temperatura

a partir do espectro de potência radiada,8 obtenção do fator de estrutura a partir da distribuição

radial,9 dentre outros.

Embora, possa-se tomar como arbitrária a distinção entre problema direto e inverso, habitua-

se definir o problema direto como aquele onde se tem informações suficientes para conduzir a

uma solução única e estável. Desta forma a maioria dos problemas abordados nos cursos de

graduação em química são problemas diretos. Em química, o problema direto consiste frequen-

temente em obter propriedades macroscópicas a partir das microscópicas, assim o problema

inverso consiste em obter propriedades microscópicas a partir das macroscópicas. O problema

inverso é frequentemente mal-colocado.

Conforme definição de Jacques Hadarmard,10 um problema é classificado como mal-colocado

quando pelo menos uma das condições não é satisfeita, a solução existe, ela é única, ou ela exibe

uma dependência contínua (suave) com os dados de entrada. Para um problema discreto e finito,

se a última condição não é satisfeita o problema é dito mal-condicionado.11 As três condições
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estão intimamente ligadas com a presença do erro experimental, o que causa instabilidade no

processo de inversão.12

O mal-condicionado faz com que métodos numéricos tradicionais para recuperar a solução,

como a eliminação de Gauss ou a decomposição LU falhem drasticamente para resolução desta

classe de problemas,13 ou seja, nem sempre a minimização de uma função resíduo levará a uma

solução satisfatória. Em contrapartida, métodos que levam em conta informações adicionais

como a Regularização de Tikhonov ou Decomposição em Valores Singulares Truncada podem

ser utilizadas para contornar a instabilidade do problema.14–16

Nesta tese aborda-se o problema inverso e consequentemente o problema direto, da obtenção

da função energia potencial a partir do coeficiente de viscosidade quântico para o sistema hélio.

Devido a natureza mal-condicionada do problema a Regularização de Tikhonov foi utilizada. A

tese pode ser dividida nas seguintes partes: i) Abordagem ao problema direto; ii) Abordagem a

um problema inverso intermediário e iii) Abordagem ao problema inverso.

No tópico (i) busca-se obter o coeficiente de viscosidade a partir da função energia potencial,

bem como atestar a função energia potencial utilizada para determinação da propriedade. Para

se verificar a qualidade do potencial, dados de viscosidade a baixas temperaturas (1-100 K) são

obtidos e comparados com dados experimentais e teóricos. As etapas deste tópico podem ser

acompanhadas no fluxograma apresentado na Figura 1.1.

Figura 1.1 – Fluxograma para o problema direto (i).

V (r)
função energia potencial

ηl(k)
deslocamento de fase

Q(n)(k)
seção de choque

Ω(n,s)(T )
integral de colisão

µ j(T )
coeficiente de viscosidade

Fonte: Do autor.

Antes de abordar o problema inverso da obtenção da função energia potencial a partir do coefici-

ente de viscosidade, uma etapa auxiliar é necessária, o desenvolvimento da teoria para obtenção

da matriz sensibilidade do deslocamento de fase em relação a função energia potencial. A
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matriz é fundamental para a inversão a partir de dados de propriedades de transporte a baixas

temperaturas. No tópico (ii) desenvolve-se essa teoria e também se inverte a função energia

potencial a partir de valores de deslocamento de fase em função da energia (problema inverso

intermediário). A metodologia desenvolvida neste tópico é importante para construir a matriz

sensibilidade da seção de choque em relação a função energia potencial.

No tópico (iii), conforme fluxograma apresentado na Figura 1.2, finalmente a função energia

potencial é invertida a partir do coeficiente de viscosidade a baixas temperaturas. Primeira-

mante resolve-se o problema algébrico da obtenção da integral de colisão a partir de dados de

coeficiente de viscosidade. Resolvendo-se um problema inverso linear recupera-se a seção de

choque a partir da integral de colisão. Com ajuda da teoria desenvolvida no tópico (ii) a função

energial potencial pode agora ser invertida a partir da seção de choque. O caminho proposto

aborda dados a baixas temperaturas, faixa necessária para a inversão na região do poço poten-

cial. Ao contrário dos trabalhos da literatura, aborda-se o tratamento quântico, necessário para

a descrição das propriedades do hélio.

Figura 1.2 – Fluxograma para o problema inverso (iii).

µ j(T )
coeficiente de viscosidade

Ω(n,s)(T )
integral de colisão

Q(n)(k)
seção de choque

ηl(k)
deslocamento de fase

V (r)
função energia potencial

problema algébrico

problema inverso linear
(ii) problema inverso intermediário

problema inverso não linear

Fonte: Do autor.

A tese também conta com três apêndices, o primeiro deles tem como objetivo apresentar a apli-

cação da Regularização de Tikhonov a um problema da termodinâmica, inversão da densidade

de estados de fônons a partir de dados de capacidade calorífica para o cobre. Para inversão

da densidade de estados utiliza-se a Regularização de Tikhonov e a restrição de não negativi-

dade, obtendo assim, o espectro de frequências refinado para o sistema. A abordagem a esse

problema inverso já havia sido iniciada no mestrado, portanto é uma extensão do trabalho an-

terior. No segundo apêndice, o problema direto de obtenção dos coeficientes de transmissão e

reflexão pelo método da amplitude variável a partir de uma barreira potencial é abordado. O
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apêndice apresenta uma versão equivalente ao método da fase variável (Equação de Calogero)

e sua obtenção utilizando o método da variação dos parâmetros em semelhança ao tópico (ii)

dessa tese. Já o último apêndice apresenta um aprimoramento da técnica para obtenção das

sensibilidades necessárias para a abordagem dos problemas inversos anteriores. É obtida uma

representação integral que permite um cálculo mais rápido e preciso eliminando cálculos desne-

cessários. Também, é obtida diretamente a densidade de sensibilidade ao invés da sensibilidade,

permitindo assim escolher uma quadratura mais adequada para o problema.
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2 REVISÃO DE LITERATURA

Nesta seção apresenta-se os trabalhos relevantes no que se trata, à abordagem do problema

direto (seção 2.1), problema inverso intermediário (seção 2.2) e problema inverso final (seção

2.3).

2.1 COEFICIENTE DE VISCOSIDADE QUÂNTICO PARA O GÁS HÉLIO: UM NOVO

POTENCIAL REVISITADO

Especialmente para fluidos, tem-se que a teoria cinética e a mecânica estatística fornecem ex-

pressões bem-sucedidas para determinação de propriedades no equilíbrio e fora do equilíbrio

(transporte).17 As expressões teóricas, ou conjunto de expressões, geralmente conectam a fun-

ção energia potencial a inúmeras propriedades termofísicas.18 Portanto, uma vez conhecida

essa função a determinação de uma grande quantidade de propriedades torna-se possível. Desta

forma, muitos estudos concentram-se atualmente na determinação das mais refinadas funções

energias potenciais.19,20

A função energia potencial pode ser obtida por um procedimento direto ajustando-se parâmetros

de modelos propostos de maneira a descrever o máximo de propriedades experimentais possí-

veis. Dados como, segundo coeficiente do virial e coeficientes de viscosidade são utilizados.21

Por este caminho, a suposição para forma particular da função energia potencial e o número

de parâmetros ajustáveis limitam a flexibilidade da curva. Alternativamente, métodos de inver-

são direta, sem contudo assumir uma forma a priori para a função, podem ser utilizados.22–24

Neste caso, a precisão das propriedades que o potencial pode descrever é limitada pela precisão

dos dados experimentais utilizados para a inversão. Por fim, a função energia potencial pode ser

obtida por um caminho ab initio em que a mecânica quântica e constantes fundamentais são uti-

lizadas. Devido a precisão das constantes fundamentais e o sucesso de algumas aproximações

pode-se obter a previsão de propriedades termofísicas com precisão maior que as dos resultados

experimentais. Particularmente para o gás hélio, com o estado da arte atual, a proposta de utili-

zação de dados teóricos como padrões tem sido considerada por Aziz et al. em 1995,25 Hurly e

Moldover em 2000,18 e por Hurly e Mehl26 e Bich et al.27 em 2007.

O bom êxito de uma proposta para a função energia potencial pode ser verificado pelo sucesso
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da descrição de propriedades empíricas.18,26,28,29 A qualidade da função sempre deve ser co-

locada em xeque, a medida que novos, e mais precisos dados experimentais são obtidos.6 Em

2013, temos avaliado uma recente proposta para a função energia potencial descrita por Varan-

das para o sistema hélio.19 O estudo concentrou-se no cálculo do segundo coeficiente do virial

quântico para o isótopo 4He a baixas temperaturas, os valores calculados estiveram dentro da

incerteza experimental.6

Nessa tese uma extensão do trabalho anterior é realizada, busca-se testar a função energia poten-

cial frente a propriedade de transporte, coeficiente de viscosidade. Até então, a função energia

potencial19 não fora confrontada com essa propriedade. A propriedade calculada é particular-

mente importante na área da metrologia para calibração de termômetros e viscosímetros.18

A primeira parte dos resultados e discussão tratará desse problema, a abordagem a esse pro-

blema direto permitirá compreender melhor o problema inverso abordado nas seções posterio-

res. O tratamento quântico junto a aproximação de quinta ordem será utilizado. Os cálculos

serão realizados para ambos, 4He e 3He. Os valores são comparados com dados experimentais

e valores teóricos.

2.2 INVERSÃO DA FUNÇÃO ENERGIA POTENCIAL A PARTIR DO DESLOCAMENTO

DE FASE

Os dados experimentais prontamente disponíveis para inversão da função energia potencial po-

dem ser as seções de choque diferenciais ou totais ou as integrais de colisão obtidas a partir

dos coeficientes de viscosidade de cisalhamento. Um problema inverso intermediário consiste

em inverter a função energia potencial a partir do deslocamento de fase. O deslocamento de

fase é uma quantidade que não pode ser obtida experimentalmente, deve ser calculada para des-

crição teórica das propriedades a baixas temperaturas, isto é, em que o tratamento quântico é

necessário.17

Como será apresentado na metodologia, pode-se calcular o deslocamento de fase utilizando o

método das ondas parciais. Por esse caminho a resolução da equação de Schrödinger é neces-

sária, e com o Método Renormalizado de Numerov propaga-se razões da função de onda a fim

de encontrar o deslocamento de fase.30 Alternativamente, o deslocamento de fase pode ser ob-

tido pelo Método da Fase Variável, neste caso a fase é obtida diretamente a partir da resolução
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de uma equação diferencial de primeira ordem para a fase (Equação de fase). O método foi

primeiramente apresentado por Morse e Allis em 1933 para momento angular igual a zero31 e

posteriormente generalizado para momentos angulares diferentes de zero por Drukarev.32 Em

especial Calogero contribuiu para divulgação do método com uma série de trabalhos iniciada

em 1963.33 O método da fase variável será usado nesse estudo.

A partir da equação de fase é possível estabelecer um caminho para o calculo da matriz sensi-

bilidade S. Os elementos da matrix, expressam a sensibilidade do deslocamento de fase ηl(k),

em relação a uma variação do potencial V (r). A matriz S é a quantidade fundamental para a

inversão do potencial.34 Busca-se extrair informações das forças intermoleculares a partir da

fase.

Os trabalhos pioneiros no assunto são Fröberg (1947)35 e Hylleraas (1948)36. Ambos traba-

lhos, tratam o problema com momento angular fixo. A energia é mantida fixa no primeiro,

enquanto que no segundo é variada. O trabalho de Hylleraas é limitado a potenciais sem esta-

dos ligados.37 Vários autores ocupam-se do assunto entre 1949 e 1957,38–43 todavia, todos esses

trabalhos possuem limitadas aplicações abordando funções energias potenciais mas realistas.

Na segunda parte dos resultados e discussão, discute-se a metodologia desenvolvida para inver-

são da função energia potencial a partir do deslocamento de fase, a metodologia é indispensável

para a inversão a partir do coeficiente de viscosidade. Resultados numéricos serão apresentados

para uma função energia potencial teste onde se obtém um excelente resultado na inversão.

2.3 INVERSÃO DA FUNÇÃO ENERGIA POTENCIAL A PARTIR DE DADOS DE COE-

FICIENTE DE VISCOSIDADE A BAIXAS TEMPERATURAS

Como apresentado anteriormente a função energia potencial é uma quantidade fundamental para

determinação de inúmeras propriedades. A função energia potencial obtida por um tratamento

ab initio é unicamente aproximada, portanto, existe um grande interesse em técnicas de inversão

a partir de dados experimentais.34

Na última seção dos resultados e discussão a inversão da função energia potencial a partir de

dados de coeficiente de viscosidade a baixas temperaturas para o sistema hélio será abordada.

O sistema hélio foi escolhido, pois assim como o hidrogênio, cálculos quânticos são necessá-

rios devido a sua pequena massa.6,18,26 Os dados de coeficiente de viscosidade foram tomados
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abaixo de 5 K, faixa adequada para refinar a região do poço potencial.

O problema da inversão do potencial a partir de dados de coeficientes de viscosidade tem sido

explorado por alguns autores,24,44–50 em sua maioria aplicando o procedimento heurístico de-

senvolvido por Maitland e colaboradores,44 frequentemente a altas temperaturas onde a teoria

clássica é válida. O caminho apresentado nessa tese aborda a inversão dentro do tratamento

quântico diferente de outros trabalhos.

A partir dos coeficientes de viscosidade os valores das integrais de colisão são obtidos direta-

mente. A seção de choque total é obtida por meio da resolução de uma equação integral de

Fredholm que conecta o valor da integral de colisão à seção de choque total. O problema em

questão, é mal colocado, portanto, a Regularização de Tikhonov foi utilizada para estabilizar o

problema.14

O problema que conecta a função energia potencial à seção de choque total é um problema não

linear, assim sendo, o problema foi linearizado em termos das sensibilidades.23 No tratamento

clássico, a seção de choque total é calculada com o auxílio do ângulo de espalhamento, no

entanto, no tratamento quântico, deve-se levar em conta os efeitos de difração e os efeitos de

simetria, o que leva uma dependência da seção de choque total com o deslocamento de fase.17

A sensibilidade da seção de choque total é obtida por meio da derivação direta da expressão

concebida dentro da estatística de Bose-Einstein, as sensibilidades para o deslocamento de fase

necessárias são calculadas com o método desenvolvido nessa tese.

Na etapa de inversão do potencial a partir da seção de choque total o problema foi escrito

em escala logarítmica o que diminuiu o número de condicionamento da matriz sensibilidade.

Essa estratégia, mais o procedimento de regularização, foi utilizado para recuperar a função

energia potencial. O potencial invertido mostrou excelente concordância quando comparado a

um potencial de referência além de descrever o coeficiente de viscosidade dentro da incerteza

experimental.
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3 METODOLOGIA

Nesta seção será apresentada a metodologia para a obtenção do coeficiente de viscosidade a par-

tir da função energia potencial (problema direto), a metodologia para inversão da função energia

potencial a partir do deslocamento de fase (problema inverso intermediário), e a metodologia

para inversão da função energia potencial a partir do coeficiente de viscosidade (problema in-

verso).

3.1 PROBLEMA DIRETO

O problema direto aqui apresentado mostrará a conexão entre a função energia potencial e a

propriedade de transporte coeficiente de viscosidade.

3.1.1 Coeficiente de Viscosidade

Em primeira aproximação o coeficiente de viscosidade como função da temperatura T é ex-

presso por,17

µ1 =
5(πmkBT )1/2

16πr2
mΩ(2,2)∗(T )

(3.1)

enquanto que, para aproximações de ordem superiores, tem-se µn = µ1 f (n)µ . A quantidade m é a

massa, Ω(2,2) é a integral de colisão, kB a constante de Boltzmann, e rm é um comprimento arbi-

trário, neste caso foi utilizado a distância em que a função energia potencial é mínima.17,18,51 A

função f (n)µ surge ao se buscar a solução da equação de Boltzmann em que expressões truncadas

são utilizadas, f (n)µ possui uma fraca dependência com a temperatura, sendo próxima da uni-

dade. A expressão para o cálculo de f (n)µ é apresentada no apêndice A do trabalho de Viehland

e colaboradores.52 Na abordagem do problema direto o coeficiente de viscosidade foi calculado

utilizando a aproximação de quinta ordem.
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3.1.2 Integrais de colisão

O tratamento utilizado é baseado na solução de Chapman-Enskog da equação de Boltzmann

considerando uma baixa densidade. Na teoria os fluxos das propriedades moleculares são for-

mulados em termos dos polinômios de Sonine de onde se obtém as integrais de colisão Ω(n,s).

Essas integrais estabelecem a conexão entre a função energia potencial e os parâmetros de coli-

são.53

As integrais Ω(n,s) são dadas por

Ω
(n,s) =

(
kBT

2πmr

)1/2 ∫ ∞

0
exp(−γ

2)γ2s+3Q(n)dγ , (3.2)

em que mr é a massa reduzida do sistema, γ2 = h̄2k2

2mrkBT sendo h̄ a constante reduzida de Planck

e k o número de onda, e Q(n) a seção de choque quântica. Considerando T ∗ = kBT
ε

e E∗ = h̄2k2

2mrε
,

em que ε é a energia do mínimo da função energia potencial, tem-se γ2 = E∗
T ∗ e pode-se escrever

a integral de colisão em sua forma adimensional

Ω
(n,s)∗ =

2
(s+1)![Q(n)]rig sph

(
2πmr

kBT

)1/2

Ω
(n,s)

= [(s+1)!T ∗(s+2)]−1
∫

∞

0
exp(−E∗/T ∗)E∗(s+1)Q(n)∗dE∗ . (3.3)

Neste caso a seção de choque quântica adimensional Q(n)∗ é dada dividindo-se a seção de cho-

que quântica pela seção de choque para a função energia potencial de esfera rígida [Q(n)]rig sph,

Q(n)∗ =
Q(n)

[Q(n)]rig sph
=

Q(n)[
1− 1

2
1+(−1)n

1+n

]
πr2

m

. (3.4)

A integração foi realizada utilizando a regra de Simpson até a convergência da sexta casa de-

cimal. Interpolação por Spline Cúbica foi utilizada para obtenção de valores necessários de

Q(n)∗(E∗).
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3.1.3 Seção de choque quântica

A expressão para a seção de choque quântica é obtida considerando que a seção diferencial de

choque clássica é igual ao módulo quadrático da amplitude da onda espalhada. Em primeira

aproximação, para o cálculo do coeficiente de viscosidade é necessário a seção de choque quân-

tica Q(n) para n = 2, enquanto que, para a aproximação de quinta ordem, requer-se o cálculo

para n = 2,4,6. As expressões para Q(n), as quais dependem do deslocamento de fase ηl , foram

obtidas do trabalho de Meeks e colaboradores51,54,55

Q(2) =
8π

k2

∞

∑
l

(l +1)(l +2)
(2l +3)

sen2(ηl−ηl+2) (3.5)

Q(4) =
8π

k2

∞

∑
l

2(l +1)(l +2)(2l2 +6l−3)
(2l−1)(2l +3)(2l +7)

sen2(ηl−ηl+2)

+
(l +1)(l +2)(l +3)(l +4)
(2l +3)(2l +5)(2l +7)

sen2(ηl−ηl+4) (3.6)

Q(6) =
8π

k2

∞

∑
l

15(l +1)(l +2)(l4 +6l3 + l2−24l +9)
(2l−3)(2l +1)(2l +3)(2l +7)(2l +9)

sen2(ηl−ηl+2)

+
3(l +1)(l +2)(l +3)(l +4)(2l2 +10l−5)
(2l−1)(2l +3)(2l +5)(2l +7)(2l +11)

sen2(ηl−ηl+4)

+
(l +1)(l +2)(l +3)(l +4)(l +5)(l +6)
(2l +3)(2l +5)(2l +7)(2l +9)(2l +11)

sen2(ηl−ηl+6). (3.7)

As expressões acima são válidas para partículas com spin nulo, com l par para partículas que

obedecem a estatística de Bose-Einstein e l ímpar para partículas que obdecem a estatística de

Fermi-Dirac. O 4He é um bóson com spin total zero, portanto as expressões com l par podem

ser utilizadas diretamente. O 3He é um férmion apresentando spin 1
2 , neste caso o valor de

Q(n) é expresso por Q(n) = 3
4Q(n)

FD + 1
4Q(n)

BE. As quantidades Q(n)
BE e Q(n)

FD são calculadas com as

expressões acima para spin nulo, com l par e ímpar, respectivamente.
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3.1.4 Deslocamento de fase, ηl(k)

Para estabelecer as seções de choque quântica deve-se calcular o deslocamento de fase ηl(k) que

é obtido da solução numérica da equação radial de Schrödinger para a função energia potencial

V (r), [
d2

dr2 + k2− 2mrV (r)
h̄2 − l(l +1)

r2

]
ul(r) = 0 , (3.8)

em que o número de onda se relaciona com a energia E por k = (2mrE)1/2

h̄ . Para grandes valores

de r, o comportamento assintótico da função de onda, ul(r), é da forma

ul(r)' kr[ jl(kr)cos(ηl)− yl(kr)sen(ηl)] (3.9)

em que jl e yl são as funções esféricas de Bessel, respectivamente. A fase é obtida comparando

as funções de onda com as soluções assintóticas a diferentes distâncias, r1 e r2, na região onde

a função energia potencial é negligenciável,

tanηl =
K jl(kr2)− jl(kr1)

Kyl(kr2)− yl(kr1)
, (3.10)

em que K = r2ul(r1)
r1ul(r2)

.56

O deslocamento de fase foi obtido calculando-se K pelo Método Renormalizado de Numerov

que é um robusto procedimento numérico para resolver a Equação 3.8, descrito em detalhes

no trabalho de Johnson (1977).30 A integração foi realizada até 65 Å com passo 5× 10−4 Å.

Tais condições satisfazem o critério de convergência de que o desvio padrão de três valores

sucessivos de ηl seja menor que 10−9.26

3.1.5 Função energia potencial

Utilizou-se a função energia potencial descrita por Varandas.19 A função possui uma contribui-

ção de curto alcance de Hartree-Fock, VHF(r), e uma contribuição de longo alcance de correla-

ção, Vcor(r),

V (r) =VHF(r)+Vcor(r), (3.11)
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em que,

VHF(r) = D

[
1+

N

∑
i=1

ai(r− re)
i

]
exp[−γ(r− re)] (3.12)

e

Vcor(r) =− ∑
n=6,8,10−16

Cnχn(r)r−n. (3.13)

A quantidade χn(r) é da forma

χn(r) =
[
1− exp(−Anr/ρ−Bnr2/ρ

2)
]n
, (3.14)

com An = α0n−α1 e Bn = β0n−β1n.

Os parâmetros necessários são os apresentados na Tabela 3.1 mais os parâmetros de amorteci-

mento, ρ = 10,9424025, α0 = 16,36606, α1 = 0,70172, β0 = 17,19338 e β1 = 0,09574, todos

em unidades atômicas.

Tabela 3.1 – Parâmetros da função energia potencial, to-
das as quantidades estão em unidades atômi-
cas.

Parâmetros VHF Parâmetros Vcor

D 2,909582149142803×10−5 C6 1,4646
a1 -2,677678262034801×10−1 C8 14,112
a2 2,345720241868299×10−2 C10 178,13
a3 1,459174818996908×10−2 C11 -76,7
a4 1,237617600368155×10−5 C12 3093
re 5,60323206384019 C13 -3806,0
γ 2,17613250152118 C14 72016

C15 -171000,0
C16 2276994

Fonte: Varandas, (2010).19

3.1.6 Análise da sensibilidade

A estimativa da sensibilidade do erro relativo do coeficiente de viscosidade ∆µ

µ
em relação a

uma perturbação em um parâmetro θ da função energia potencial, foi avaliada pela quantidade
∂ µ

∂θ

1
µ

. O estudo foi feito para os parâmetros de dispersão C6, C8 e C10 e para o parâmetro de

curto alcance γ . A derivada foi calculada numericamente pelo método de Euler considerando
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∆θ = 10−5θ .

3.2 INVERSÃO A PARTIR DO DESLOCAMENTO DE FASE

Nessa seção desenvolve-se a metodologia para obtenção da sensibilidade do deslocamento de

fase em relação a uma perturbação na função energia potencial. As sensibilidades são quantida-

des necessárias para Aproximação da Análise de Sensibilidade Funcional, técnica utilizada na

inversão.

3.2.1 Método da Fase Variável

O método para recuperar a matriz sensibilidade do deslocamento de fase em relação a função

energia potencial faz uso do método da fase variável para desenvolvimentos posteriores. Nesta

seção será apresentada a derivação da equação de fase a partir da equação radial de Schrödinger.

As referência principais consideradas são os trabalhos de Ronveaux de 1969,57 e o trabalho de

Calogero de 1963.58

3.2.1.1 Equação de fase para um problema geral

Primeiro considera-se a equação diferencial de segunda ordem

u′′(x)+P(x)u′(x)+Q(x)u(x) =V1(x)u(x)+V2(x)u′(x). (3.15)

Agora toma-se duas soluções linearmente independentes, u1(x) e u2(x), da forma homogênea

associada, isto é:

u′′1(x)+P(x)u′1(x)+Q(x)u1(x) = 0 (3.16)

u′′2(x)+P(x)u′2(x)+Q(x)u2(x) = 0 (3.17)
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Utilizando o método da variação dos parâmetros, procura-se uma solução particular para o

problema original da forma,

u(x) =C1(x)u1(x)+C2(x)u2(x). (3.18)

Considera-se a suposição

C′1(x)u1(x)+C′2(x)u2(x) = 0 (3.19)

para simplificar a primeira e a segunda derivada de u(x).59 Substituindo u(x) e suas derivadas

na Equação 3.15 tem-se:

C′1(x)u
′
1(x)+C′2(x)u

′
2(x) =C1(x)[V1(x)u1(x)+V2(x)u′1(x)]+C2(x)[V1(x)u2(x)+V2(x)u′2(x)]

(3.20)

As Equações 3.19 e 3.20 compõe o sistema,
C′1(x)u1(x)+C′2(x)u2(x) = 0

C′1(x)u
′
1(x)+C′2(x)u

′
2(x) = C1(x)[V1(x)u1(x)

+V2(x)u′1(x)]+C2(x)[V1(x)u2(x)+V2(x)u′2(x)]

(3.21)

ou na forma matricial, WC′ = VWC,

W(x) =

 u1(x) u2(x)

u′1(x) u′2(x)

 C′(x) =

 C′1(x)

C′2(x)



V(x) =

 0 0

V1(x) V2(x)


O vetor C′ é encontrado por C′ = MC com M = W−1VW, isto é,

C′1(x) = M11(x)C1(x)+M12(x)C2(x)

C′2(x) = M21(x)C1(x)+M22(x)C2(x).
(3.22)

Derivando a fase, definida como S(x) = C2(x)
C1(x)

, obtém-se,

S′(x) = M21(x)+ [M22(x)−M11(x)]S(x)−M12(x)S2(x) (3.23)
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ou

S′(x) =
u1(x)+u2(x)S(x)

detW
{

V1(x)[u1(x)+u2(x)S(x)]+V2(x)[u′1(x)+u′2(x)S(x)]
}
. (3.24)

Neste último caso, para avaliar os elementos da matriz M, calcula-se a inversa de W conside-

rando sua adjunta W, ou seja, W−1 = 1
detWW.

3.2.1.2 Equação de fase para o problema de espalhamento

Agora partimos da equação radial de Schrödinger,60

d2ul(r;k)
dr2 +

[
k2− 2mrV (r)

h̄2 − l(l +1)
r2

]
ul(r;k) = 0, (3.25)

rearranjando,
d2ul(r;k)

dr2 +

[
k2− l(l +1)

r2

]
ul(r;k) =U(r)ul(r;k) (3.26)

com

U(r) =
2mrV (r)

h̄2 . (3.27)

Portanto, comparando com a Equação 3.15 temos V1 = U(r) e V2 = 0. Duas soluções linear-

mente independentes para o problema homogêneo associado são kr jl(kr) e kryl(kr), em que jl

e yl são as funções esféricas de Bessel. Essas soluções implicam detW = k. A a solução para o

problema original será dada por

ul(k;r) =C1(r)kr jl(kr)+C2(r)kryl(kr). (3.28)

Substituindo as quantidades na Equação 3.24 resulta

S′(r) =
U(r)

k
[kr jl(kr)+ kryl(kr)S(r)]2 . (3.29)

Considerando S(r) = C2(r)
C1(r)

≡ − tanηl(k;r) tem-se finalmente a equação diferencial para a fase

(Equação de Calogero),

dηl(k;r)
dr

=−U(r)
k

[cosηl(k;r)kr jl(kr)− senηl(k;r)kryl(kr)]2 , (3.30)
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que é a equação do método da fase variável. A fase a ser considerada é dada por ηl(k) =

ηl(k,r→ ∞).

3.2.1.3 Forma alternativa

Se rearranjarmos a equação radial (Equação 3.25) como

d2ul(r;k)
dr2 + k2ul(r;k) =Ul(r)ul(r;k) (3.31)

com

Ul(r) =
2mrV (r)

h̄2 +
l(l +1)

r2 . (3.32)

Duas soluções linearmente independentes para o problema homogêneo associado serão sen(kr)

e −cos(kr), que resulta detW = k. Assim, a solução é da forma

ul(k;r) = C1(r)sen(kr)−C2(r)cos(kr). (3.33)

Substituindo as quantidades na Equação 3.24 resulta

S′(r) =
Ul(r)

k
[sen(kr)− cos(kr)S(r)]2. (3.34)

Considerando S(r) = C2(r)
C1(r)

≡− tanγl(k,r) tem-se finalmente uma forma alternativa para a equa-

ção da fase (Equação de Calogero),

dγl(r;k)
dr

=−Ul(r)
k

sen2[kr+ γl(r;k)] (3.35)

Da Equação 3.28 e das condições assintóticas para as funções esféricas de Bessel,

jl(kr)∼ sen(kr− lπ/2)
kr

nl(kr)∼−cos(kr− lπ/2)
kr

verifica-se que o comportamento assintótico para ul(k;r) deverá ser da forma,

ul(k;r)∼ sen[kr− lπ/2+ηl(k)] (3.36)
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ou

ul(k;r)∼ sen(kr)cos[ηl(k)− lπ/2]+ cos(kr)sen[ηl(k)− lπ/2] (3.37)

Portanto, se considerarmos a solução assintótica da Equação 3.33 e compararmos com a Equa-

ção 3.37 obtém-se a relação

C2(r→ ∞)

C1(r→ ∞)
=− tan[ηl(k)− lπ/2], (3.38)

ou seja, a contribuição do termo centrífugo, l(l+1)
r2 , implicará,

ηl(k) = γl(k)+
lπ
2
. (3.39)

A utilização da Equação 3.35 tem a vantagem de não ser necessário o cálculo das funções

esféricas de Bessel.

A solução da Equação 3.35 a cada ponto r, digamos r = s, γl(k;s), possui um significado físico

imediato. Será a fase produzida pelo nova função energia potencial, Ul(r,s),

Ul(r,s) =

 Ul(r), r ≤ s

0, r > s,
(3.40)

isto é, consiste na solução para a função energia potencial efetiva, truncada no ponto s. Assim,

pode-se identificar as contribuições para o deslocamento de fase referentes a diferentes regiões

do potencial.

3.2.2 Aproximação da Análise de Sensibilidade Funcional

Se se considera uma pequena perturbação na função energia potencial, δV (r) = αξ (r), em

que α é um parâmetro pequeno e ξ (r) é uma função arbitrária contínua, então qual será a

perturbação no deslocamento de fase, δηl(k). A resposta a essa questão, em primeira ordem,

isto é no limite de α → 0, é expressa matematicamente pela equação integral de Fredholm de

primeira ordem,

δηl(k) =
∫

δηl(k)
δV (r)

δV (r)dr. (3.41)
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A equação é totalmente geral, e pode-se estabelecer similares expressões para outras proprie-

dades.34 Considerando a Equação 3.41 pode-se buscar recuperar a função energia potencial, a

partir de um conjunto bem resolvido de deslocamentos de fase, {ηobs
l (ki)}M

i=1, com o seguinte

procedimento:

1. A partir de uma aproximação inicial para a função energia potencial, V 0(r), calcula-se

a fase para várias energias e estabelece-se se o vetor, ~η0
l , e consequentemente o vetor

diferença ∆~η0
l =~ηobs

l −~η0
l .

2. Obtém-se ∆~V 0, resolvendo a Equação 3.41 em sua forma discretizada considerando a

aproximação ∆~η0
l = S∆~V 0. A matriz S possui elementos

Sl(ki,r j) =
δηl(ki)

δV (r j)
∆r j; (3.42)

3. Uma nova função energia potencial é obtida por ~V (r)≡~V 0(r)+∆~V 0.

O procedimento pode ser repetido considerando a função energia potencial otimizada como a

nova aproximação inicial. O critério de parada baseia-se na concordância entre a propriedade

calculada com a nova função energia potencial e o conjunto de dados.61 O método é seme-

lhante ao método de Newton. A aproximação considerando a Equação 3.41 é conhecida como

Aproximação da Análise de Sensibilidade Funcional.62

A aproximação da análise de sensibilidade funcional tem sido explorada em vários problemas

da química, por exemplo, cinética química,63 problemas de espalhamento,34,61 dinâmica clás-

sica,64,65 e em mecânica molecular.66

3.2.3 Obtenção da Derivada Funcional

Resolver a Equação 3.41 em sua forma discretizada (∆~η0
l = S∆~V 0) depende do conhecimento

da matriz S. O caminho usual para o calculo da matriz envolve a resolução da equação de

Schrödinger em um demorado processo.34 Nessa seção será estabelecido um caminho alterna-

tivo com a finalidade de simplificar o procedimento e evitar os cálculos das funções de onda. O

procedimento descrito nessa seção é o principal resultado dessa parte da metodologia.
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Considerando que Sl(k,r j;r)= dγl(k;r)
dV (r j)

, deriva-se a equação de fase (Equação 3.35), com respeito

a função energia potencial em um ponto particular, r′, ∂

∂V (r′)

(
dγl
dr

)
= d

dr

(
∂γl

∂V (r′)

)
, para obter,

dSl(r;k,r′)
dr

=−1
k

[
G(r′;r)sen2[kr+ γl(k;r)]+Ul(r)sen{2[kr+ γl(k;r)]}Sl(k,r′;r)

]
, (3.43)

em que G(r;r′) é definida como,

G(r;r′)≡ dUl(r)
dV (r′)

=

 2mr
h̄2 , se r = r′

0, se r 6= r′
. (3.44)

As Equações 3.35 e 3.43 compõe o sistema de equações diferenciais que deve ser resolvido

acopladamente:
dγl(r;k)

dr
=−Ul(r)

k
sen2[kr+ γl(r;k)]

dSl(r;k,r′)
dr

=−1
k

[
Gl(r;r′)sen2[kr+ γl(r;k)]+Ul(r)sen{2[kr+ γl(r;k)]}Sl(r;k,r′)

]
(3.45)

A resolução no limite de r→∞, fornecerá o deslocamento de fase, ηl(k) = γl(k)+ lπ
2 , e Sl(k,r′),

um elemento da matriz S. As condições iniciais para resolução do sistema são γl(k;r0) =−kr0

e Sl(k,r′;r0) = 0. O sistema é resolvido para vários valores de k e r′ para construir S.

3.3 INVERSÃO A PARTIR DO COEFICIENTE DE VISCOSIDADE

Essa seção tratará da inversão da função energia potencial a partir de dados de coeficiente de

viscosidade, ou equivalentemente, a partir das integrais de colisão. O algoritmo apresentado

anteriormente, onde a matriz sensibilidade em relação a fase é obtida, é aplicado para vários

momentos angulares e várias energias.
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3.3.1 Determinação das integrais de colisão, Ω(2,2)

Conforme apresentado na seção 3.1.1, o coeficiente de viscosidade, µn, como função da tempe-

ratura, T , é expresso por,

µn =
5(πmkBT )1/2

16πr2
mΩ(2,2)(T )

f (n)µ (3.46)

em que, m é a massa, kB a constante de Boltzmann e Ω(2,2) a integral de colisão.17,67 O resul-

tado é baseado na solução da equação de Boltzmann de Chapman-Enskog para fluidos a baixas

densidades e pequenos gradientes das quantidades físicas.53 O fator f (n)µ é uma função fraca da

temperatura que quase nunca desvia da unidade por mais que 1 %.68 Para recuperar Ω(2,2)(T ) a

partir de valores experimentais de µ(T ) pode-se usar valores de f (n)µ calculados com um poten-

cial razoável para o sistema, o erro introduzido neste caso é muito pequeno quando comparado

com o erro experimental nos valores de µ(T ).68

Os valores de Ω(2,2)(T ) foram obtidos por meio da Equação 3.46 usando valores de µ(T ) cal-

culados com a expressão analítica proposta por Nacher.69 A expressão analítica de Nacher69

descreve de maneira satisfatória os dados experimentais de 1 a 5 K, isto é, dentro da incerteza

experimental. O fator f (n)µ foi tomado como a unidade.

3.3.2 Obtenção da seção de choque total, Q(2)

Como apresentado na seção 3.1.2 as integrais de colisão Ω(2,2)(T ) se relacionam com a seção de

choque total Q(2)(E) por meio de uma equação integral linear. Neste caso, a equação é colocada

na forma,

Ω
(2,2)(T ) =

1
4π(kBT )4

∫
∞

0
exp(−E/kBT )E3Q(2)dE, (3.47)

em que, a energia E se relaciona com o numero de onda k por k = 2π
√

2mE/h, sendo h a

constante de Planck.

A quantidade Q(2)(E) é obtida resolvendo-se a equação ΩΩΩ
(2,2) = KQ(2) decorrente da discreti-

zação total da Equação 3.47. A solução é dada por meio da Regularização de Tikhonov,

Q(2) = (KT K+λ I)−1(KT
ΩΩΩ

(2,2)+λQ(2)
0 ), (3.48)
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em que λ é o parâmetro de regularização e Q(2)
0 é uma estimativa inicial calculada com uma

aproximação inicial para a função energia potencial, V0.

O cálculo de Q(2)
0 dentro da estatística de Bose-Einstein dada por,

Q(2)(k) =
8π

k2

∞

∑
l=0,2,4,...

(l +1)(l +2)
(2l +3)

sin2[ηl+2(k)−ηl(k)], (3.49)

passa pela avaliação do deslocamento de fase, ηl(k) = γl(k,r → ∞) + lπ
2 , que é obtido pela

equação de Calogero (Equação de fase 3.35),

dγl(r;k)
dr

=−1
k

[
8π2mr

h2 V (r)+
l(l +1)

r2

]
sin2[kR+ γl(r;k)]. (3.50)

A solução numérica para a fase foi obtida pelo método de Euler com passo 10−2 Å de 1,5 a

70000 Å. Na Equação 3.49 o somatório foi realizado para momento angular par l de 0 a 20.

Mais detalhes sobre a equação diferencial de Calogero podem ser encontrados na seção 3.2.1

ou nas referências Lemes et al.,70 e Viterbo et al..71

3.3.3 Aproximação inicial para a função energia potencial, V0

A estimativa inicial para a função energia potencial, V0, necessária para inversão, é obtida pela

expressão,72

V0(r) =


V (r),r ≤ r1

V (r)×
{

1+ ε
[
1− cos2

[
π

(
r−r1
r2−r1

)]]}
,r1 < r < r2

V (r),r ≥ r2

. (3.51)

A função adiciona uma perturbação controlada pelo parâmetro ε no intervalo de r1 a r2. Como o

objetivo é obter o potencial na região do poço, região importante para caracterização do estado

ligado, tomou-se r1 = 2,4 Å, r2 = 4,5 Å e ε= 0,2. O potencial V (r) é o potencial de Varandas,19

tido aqui como um potencial de referência.
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3.3.4 Inversão da função energia potencial

Para inversão da função energia potencial utilizou-se o Método da Aproximação da Análise de

Sensibilidade Funcional (seção 3.2.2), conforme procedimento abaixo.

1. A partir de uma aproximação inicial para a função energia potencial, V0, calcula-se a seção

de choque total para várias energias e estabelece-se se o vetor, QQQ(2)
0 , e consequentemente

o vetor diferença ∆QQQ(2)
0 = QQQ(2)

obs−QQQ(2)
0 . A quantidade QQQ(2)

obs é a seção de choque obtida a

partir dos valores experimentais de µ(T ).

2. Agora obtém-se a diferença de uma melhor estimativa para a função energia potencial

em relação a aproximação inicial, ∆V0, decorrente da diferença da seção de choque total,

∆QQQ(2)
0 , por

∆QQQ(2)
0 = S′∆V0, (3.52)

onde os elementos da matriz S′ são definidos por S′(k,r) = ∂Q(2)(k)
∂V (r) .

3. Uma nova função energia potencial é obtida por V = V0 +∆V0, podendo o processo ser

repetido iterativamente.

A resolução da Equação 3.52, como será mostrado na seção de discussões, é mais conveniente-

mente escrita na forma logarítmica,

∆ lnQ(2)
0 = S∆ lnV0, (3.53)

em que os elementos de S são definidos por S = S′(k,r) V (r)
Q(2)(k)

. A solução utilizando a Regula-

rização de Tikhonov será dada por

V1 = V0[1+(ST S+λ I)−1ST
∆ lnQ(2)

0 ], (3.54)

em que λ é o parâmetro de regularização e I a matriz identidade.

Derivando-se a Equação 3.49 em relação ao potencial obtém-se as sensibilidades S′(k,r) =



37

∂Q(2)(k)
∂V (r) ,

S′(k,r) =
8π

k2

∞

∑
l=0,2,4,...

(l +1)(l +2)
(2l +3)

sin[2(ηl+2(k)−ηl(k))]×
[
Sηl+2(k,r)−Sηl(k,r)

]
. (3.55)

As sensibilidades para o deslocamento de fase Sηl são calculadas conforme método desenvol-

vido na seção 3.2.3.
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4 RESULTADOS E DISCUSSÃO

Os resultados são apresentados para o problema direto, problema inverso intermediário e pro-

problema inverso final.

4.1 PROBLEMA DIRETO

O problema direto trata da obtenção do coeficiente de viscosidade a partir da função energia

potencial.

4.1.1 Deslocamento de fase

Os resultados para os cálculos de deslocamento de fase, ηl (para l = 0, 2, 4 e 6), são apresen-

tados na Figura 4.1 para o 4He com parâmetro de número de onda reduzido, k∗ = σk, entre 0 e

7. O deslocamento de fase foi convenientemente dividido por π para se verificar o número de

estados ligados como descrito pelo teorema de Levinson, ηl(k→ 0) = nlπ , onde nl é o número

de estados ligados para um dado momento angular.73 Os resultados para o 3He são apresentados

na Figura 4.2 (para l = 0,1,2,3 e 4) com parâmetro de número de onda reduzido entre 0 e 5.

Como se verifica nas figuras, nos limites para energia igual a zero, apenas o 4He suporta um

estado ligado para momento angular igual a zero. O resultado está de acordo com alguns tra-

balhos que tem experimentalmente detectado a molécula 4He2.74–79 Não se tem observações

experimentais para a molécula de 3He2, portanto, o potencial também descreve esse fato.

Com exceção desses casos, o deslocamento de fase cresce até um certo valor máximo e depois

decresce a medida que a energia diminui. O deslocamento de fase positivo resulta da parte

atrativa do potential.17 Para um certo valor fixo de número de onda k e com a modificação do

momento angular, verifica-se que a fase torna-se desprezível a medida que o número quântico

aumenta. A observação desse comportamento é útil, pois permite, encontrar o valor limite de l

para os cálculos dos somatórios na seção de choque para faixas de energias específicas.
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Figura 4.1 – Deslocamento de fase para o 4He, k∗ = σk.
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Fonte: Do autor.

Figura 4.2 – Deslocamento de fase para o 3He, k∗ = σk.
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4.1.2 Coeficiente de viscosidade

Os coeficientes de viscosidade para 4He e 3He foram calculadas de 1 a 100 K utilizando o

tratamento quântico e a aproximação de quinta ordem. Os resultados estão sumarizados na

Tabela 4.1.

Tabela 4.1 – Coeficientes de viscosidade calculados em
função da temperatura.

4He 3He 4He 3He
T, K µ , µPa s T, K µ , µPa s

1,00 0,3302 0,5628 12,00 2,3883 2,1614
1,20 0,3415 0,6678 14,00 2,6511 2,3790
1,40 0,3593 0,7664 16,00 2,8987 2,5864
1,60 0,3854 0,8541 18,00 3,1341 2,785
1,80 0,4193 0,9290 20,00 3,3593 2,9758
2,00 0,4596 0,9911 22,50 3,6291 3,2049
2,25 0,5171 1,0529 25,00 3,8876 3,4250
2,50 0,5802 1,1005 27,50 4,1355 3,6374
2,75 0,6469 1,1380 30,00 4,3757 3,8430
3,00 0,7154 1,1685 35,00 4,8351 4,2369
3,50 0,8526 1,2185 40,00 5,2710 4,6115
4,00 0,9851 1,2633 45,00 5,6880 4,9704
4,50 1,1098 1,3090 50,00 6,0889 5,3159
5,00 1,2261 1,3575 60,00 6,8526 5,9740
6,00 1,4364 1,4637 70,00 7,5729 6,5968
7,00 1,6237 1,5783 80,00 8,2606 7,1912
8,00 1,7951 1,6967 90,00 8,9209 7,7622
9,00 1,9547 1,8156 100,00 9,5579 8,3136

10,00 2,1057 1,9333
Fonte: Do autor.

Em comparação com os resultados obtidos por Hurly e Moldover18 tem-se o módulo dos des-

vios relativos, |drµ |, menores que |drµ |= 0,7070% para o 4He e |drµ |= 1,1984% para o 3He.

De modo geral os desvios estão menores que o erro das medidas experimentais, portanto os re-

sultados descrevem os dados experimentais de maneira análoga. O máximo dos desvios ocorre

nas temperaturas menores onde erro experimental é maior. A Tabela 4.2 apresenta a fonte dos

dados experimentais utilizadas para a comparação.
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Tabela 4.2 – Fonte dos dados experimentais para os coeficientes de viscosi-
dade.

Artigo Faixa de temperatura, K N° de pontos Precisão, %

Becker et al.80 1,3 - 4,2 11 5
Becker e Misenta81 14 - 20 5 3
Coremans et al.82 20 - 80 7 2

Johnston e Grilly83 80 - 300 12 3
Clarke e Smith84 70 - 400 10 0,5

Fonte: Do autor.

As Figuras 4.3 e 4.4 mostram os resultados para os cálculos dos coeficientes de viscosidade

em aproximação de primeira e quinta ordem em comparação com os dados experimentais de

Becker et al.,80,81 e os resultados de Hurly e Moldover.18

Figura 4.3 – Coeficientes de viscosidade para o hélio de 1 a 5 K. ( ) Re-
sultados em aproximação de quinta ordem; ( ) Resultados
em aproximação de primeira ordem; Valores experimentais de
Becker et al.,80,81 ( ) 3He, ( ) 4He; ( ) Resultados de Hurly e
Moldover.18
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Fonte: Do autor.
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Figura 4.4 – Coeficientes de viscosidade para o hélio de 12 a 22 K. ( )
Resultados em aproximação de quinta ordem; ( ) Resulta-
dos em aproximação de primeira ordem; Valores experimentais
de Becker et al.,80,81 ( ) 3He, ( ) 4He; ( ) Resultados de Hurly e
Moldover.18
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Fonte: Do autor.

Verifica-se uma boa concordância com os dados experimentais de 1 a 5 K, os resultados expe-

rimentais são melhores descritos com a aproximação de quinta ordem, com uma maior impor-

tância para o isótopo de massa 3. Para o isótopo de massa 4 a aproximação de quinta ordem é

mais importante abaixo de 2 K.

Para temperaturas maiores verifica-se um desvio dos resultados calculados em relação aos da-

dos experimentais tanto para o 4He quanto para o 3He. As medidas experimentais, são medidas

relativas que se baseiam em outros valores para calibração do sistema de medida. Os resulta-

dos de Becker e Misenta81 e também de Coremans et al.82 se apoiam em antigos dados para

calibração em suas medidas, Keesom (1942)85 e Kamerlingh Onnes e Weber (1913),86 respec-

tivamente. Essas medidas apresentam desvios em relação a tendência dos dados27 e portanto

tem sido recalculadas em alguns trabalhos.18,87 Utilizando a correção

µcorr = µ−µ

[
µ(20 K)−µ∗(20 K)

µ(20 K)

]
, (4.1)

tem-se uma boa descrição dos dados, todos os valores calculados estão dentro da incerteza expe-

rimental (Figura 4.5). A quantidade µ∗(20 K) é obtida da condutividade, λ1, a 20 K de maneira
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a descrever a relação λ1
µ1
≈ 15

4
kB
m . A condutividade a 20 K foi obtida do trabalho experimental

de Acton and Kellner.88 Os resultados para o 3He estão em acordo com resultados teóricos de

Hurly e Moldover18 com diferença menores que os erros experimentais.

Figura 4.5 – Desvios relativos dos coeficientes de viscosidade calculaos em
relação aos dados experimentais, He4: ( ) Calculados com
o potencial de Varandas.19 ( ) Hurly e Moldover.18 Dados
experimentais: ( ) Becker e Misenta,81 ( ) Coremans et al.,82

( ) Clarke e Smith84 e ( ) Johnston e Grilly.83.
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Fonte: Do autor.

4.1.3 Análise da sensibilidade

Uma questão importante é a sensibilidade dos coeficientes de viscosidade em relação aos parâ-

metros do potencial, por meio dela, pode se estimar o erro na propriedade de transporte devido

a uma pequena perturbação em algum parâmetro. O caso inverso também é válido, ou seja,

pode se estimar qual é o erro que se pode ter em um determinado parâmetro para se reproduzir

uma determinada propriedade dentro de seu erro experimental.6 A Figura 4.6, apresenta para o
4He, o valor em módulo da quantidade ∂ µ

∂θ

1
µ

que é a estimativa da sensibilidade do erro relativo

em relação ao parâmetro do potencial analisado.

Os parâmetros C6 e γ são de maior importância, apresentando um mínimo de sensibilidade em
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40 e 6 K, respectivamente. Para temperaturas menores e maiores que esses valores, a dependên-

cia do valor de µ com γ e C6 tende a aumentar. O parâmetro C8 possui uma maior sensibilidade

abaixo de 15 K enquanto que o parâmetro C10 é o de menor sensibilidade sobre toda a faixa de

temperatura. Para o 3He, o comportamento é semelhante, porém com um mínimo em C6 e γ

próximos a 25 e 3,5 K, respectivamente.

Figura 4.6 – Sensibilidade do erro relativo em relação aos parâmetros do po-
tencial, He4.
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Fonte: Do autor.

A Tabela 4.3 apresenta os desvios admissíveis nos parâmetros considerando um erro de 0,5 %

no coeficiente de viscosidade, o menor dos erros experimentais apresentados na Tabela 4.2.

Verifica-se que os desvios, tanto em temperaturas maiores quanto nas menores, são bem maio-

res que e o erro dos parâmetros Cn, 10−12, 10−8 e 10−6, respectivamente.19 De fato, uma família

de potenciais descreverá o coeficiente de viscosidade dentro de sua incerteza experimental, o

que dificulta escolher um melhor potencial utilizando o critério da descrição dos dados experi-

mentais. No entanto, um potencial ab initio com parâmetros tão precisos19 possibilita a previsão

das propriedades experimentais com precisão maior que a dos dados experimentais existentes,

daí a proposta de se utilizar tais dados como padrões.
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Tabela 4.3 – Desvio aceitável nos parâmetros para um erro de 0,5 % em µ , valores em mó-
dulo.

4He 3He
T /K Parâmetro∗ Sensibilidade Desvio Sensibilidade Desvio

10 C6 2,0131×10−1 0,0248 9,9887×10−2 0,5006
C8 3,8399×10−3 1,3021 1,0459×10−3 47,8044
C10 7,0389×10−5 71,0336 1,3862×10−7 3,6070×105

γ 5,3021×10−2 0,0943 7,9673×10−2 0,6276

100 C6 2,4908×10−2 0,2007 2,7964×10−2 0,1788
C8 1,3059×10−3 3,8287 1,4023×10−3 3,5656
C10 4,6967×10−5 106,4574 4,9548×10−5 100,9130
γ 1,6070×10−1 0,0311 1,6151×10−1 0,0310

Fonte: Do autor.
∗O Erro nos consecutivos Cn são 10−12, 10−8 e 10−6, respectivamente.19

4.2 INVERSÃO A PARTIR DO DESLOCAMENTO DE FASE

Para ilustrar o método de obtenção da matriz sensibilidade, consideraremos o potencial de

Lennard-Jones,

V (r) = 4ε

[(
σ

r

)12
−
(

σ

r

)6
]
, (4.2)

em que ε é a profundidade do poço potencial e σ é a coordenada em que o potencial é zero.

Os parâmetros, σ = 2,67 Å e ε = 1,97 meV, apropriados para descrever o sistema He-Ne,

foram utilizados. Para aproximação inicial, V0, utilizou-se o mesmo potencial com pequenas

perturbações nos parâmetros.

4.2.1 Reprodução de δηl(k)

Utilizando a equação diferencial para a fase (Equação 3.35) calcula-se ~ηobs
l com o potencial de

referência V (σ = 2,67 Å e 1,97 meV) e com a aproximação inicial para o potencial V0 (σ0 =

0,999×σ e ε0 = 1,001× ε) calcula-se ~η0
l . Assim, determina-se a diferença ∆~η0

l =~ηobs
l −~η0

l .

A mesma quantidade, ∆~η0
l , pode ser estimada resolvendo a Equação 3.41 na perspectiva direta,

isto é, ∆~η0
l = S∆~V 0. A boa concordância de ∆~ηl avaliada pelos dois caminhos é um bom teste

para avaliar a qualidade da matriz S. A matriz sensibilidade é mostrada na Figura 4.7.
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Figura 4.7 – Matriz S avaliada em V0, l = 2.

Fonte: Do autor.

A matriz sensibilidade foi obtida resolvendo o sistema de equações diferenciais pelo método

de Euler no intervalo de 1,5 a 7 Å com passo 0,01 Å. O limite de 7 Å, para l = 2 é suficiente

para discussão do método do ponto de vista teórico. Como pose ser observado na Figura 4.7 o

potencial de 5 a 7 Å é mais sensível ao deslocamento de fase a baixas energias, de 0 a 2 Å
−1

.
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Figura 4.8 – Variação da fase: (círculos) Calculada resolvendo a equação
diferencial. (asteriscos) Calculada pela equação de Fredholm
(Equação 3.41), l = 2.
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Fonte: Do autor.

A Figura 4.8, mostra excelente concordância, para o cálculo de ∆ηl(k) pelos dois caminhos. O

resultado evidencia o sucesso na construção da matriz sensibilidade.

4.2.2 Inversão do Potencial

Agora procuramos inverter o potencial, com parâmetros sujeitos a uma maior perturbação, con-

sideramos σ0 = 0,99×σ (1 %) e ε0 = 1,1× ε (10 %). A norma da diferença entre V e V0 é de

0,5597. O índice de condicionamento da matriz S é de 9,32× 1010 tornando o problema mal

condicionado. Portanto, para a inversão recorremos a Regularização de Tikhonov.

O procedimento de regularização consiste em adicionar uma restrição λ‖B∆~V‖2 ao funcional

dos mínimos quadrados ‖S∆~V −∆~ηl‖2. O parâmetro λ controla o peso dado a restrição, o

operador B foi tomado como a segunda derivada d2/dr2 para controlar oscilações na solução e

estabilizar o processo de inversão. Para o funcional,

Ω(∆~V ) = ‖S∆~V −∆~ηl‖2 +λ‖B∆~V‖2, (4.3)
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a solução é dada

∆~V = (ST S+λB)−1(KT
∆~ηl). (4.4)

A matriz S possui dimensão 60×551, sendo 60 valores de energia, k, na faixa de 0,1 a 10 Å
−1

e 551 pontos em r, de 1,5 a 7 Å. Considerou-se l = 2 e λ = 1×10−5. A Figura 4.9 apresenta

o resultado da inversão após 5 iterações juntamente com o potencial exato e a aproximação

inicial.

Figura 4.9 – Potenciais: (linha contínua) V (r) com σ = 2,67 Å e 1,97 meV.
(linha tracejada) V0(r) com σ0 = 0,99×σ e ε0 = 1,1× ε . (pon-
tos) Vcalc, convergido após 5 iterações. λ = 1×105
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Fonte: Do autor.

A norma da diferença entre V e Vcalc final é de 4,0196×10−5, resultado em excelente concor-

dância com o potencial referência V , a norma da diferença inicial era de 0,5597. O parâmetro ε

do novo potencial é de 1,96 meV um erro da ordem de 0,5 %.

Ainda com o intuito de facilitar os cálculos, e tornar o programa mais rápido, fixou-se a matriz

S como S≡ S(V0). O resultado com a matriz fixa é mostrado na Figura 4.10 após 10 iterações.
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Figura 4.10 – Potenciais: (linha contínua) V (r) com σ = 2,67 Å e 1,97 meV.
(linha tracejada) V0(r) com σ0 = 0,99×σ e ε0 = 1,1×ε . (pon-
tos) Vcalc, convergido após 10 iterações, λ = 1× 106. Matriz
sensibilidade fixa, S = S(V0).
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Fonte: Do autor.

A norma da diferença entre V e Vcalc final é de 5,86×10−4, um resultado ainda em boa concor-

dância. O mínimo do potencial, ε , é novamente de 1,96 meV.

A utilização da matriz sensibilidade fixa consiste em um importante resultado, pois ao se tra-

balhar com propriedades de transporte, os cálculos devem ser realizados para vários momentos

angulares e várias energias. O limite de resolução da equação diferencial é uma função do mo-

mento angular e da energia. Ainda, ao se considerar o processo iterativo, necessário devido a

não linearidade do problema, o tempo de execução e testes do algoritmo tornam-se cada vez

mais demorados.

Agora com esse novo potencial em mãos podemos calcular a fase e comparar com os valores

de fase bem estabelecidos.
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Figura 4.11 – Deslocamento de fase: (linha contínua) calculada com o po-
tencial de referência, V (r). (pontos) calculada com o potencial
recuperado. Matriz sensibilidade fixa, S = S(V0), l = 2, 10 ite-
rações.
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Fonte: Do autor.

O processo iterativo refina o potencial inicial fazendo com que a norma da diferença entre a fase

decresça de 0,8013 para 0,0137.

4.3 INVERSÃO A PARTIR DO COEFICIENTE DE VISCOSIDADE

Nesta seção a teria desenvolvida para o cálculo da matriz sensibilidade do deslocamento de fase

em relação a função energia potencial é utilizada na abordagem do problema final.

4.3.1 Inversão da seção de choque, Q(2)

A seção de choque total invertida com a Equação 3.48 a partir de valores de ΩΩΩ
(2,2) é apresentada

na Figura 4.12. A dimensão da matriz K foi 41 (temperatura) × 101 (energia) e o parâmetro

de regularização foi avaliado como λ = 2,5× 10−5. A aproximação inicial para a seção de

choque Q(2)
0 foi gerada com a Equação 3.51. O próximo passo agora é encontrar um potencial
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que descreve adequadamente a seção de choque invertida.

Figura 4.12 – Seção de choque total invertida.
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Fonte: Do autor.

4.3.2 Inversão do potencial, V

A matriz sensibilidade normalizada S calculada com a expressão (3.49) é apresentada na Figura

4.13. A figura fornece qual faixa de energia é mais adequada para inversão do potencial, ou

seja, qual faixa de energia o potencial é mais sensível. Como pode se observar na Figura 4.13

a seção de choque para valores de k de 0,2 a 0,5 Å−1 são mais importantes para inversão do

potencial na distância interatômica de 3 a 4 Å.

Como o índice de condicionamento da matriz S (5,77×1012) é cerca de 3,7 vezes menor que o

índice de condicionamento da matriz S′ (2,14×1013), resolveu-se a Equação 3.53 ao invés da

Equação 3.52. Um índice de condicionamento maior implica em uma problema com nível de

mal condicionamento maior.

Utilizando a Equação 3.54 obteve-se o potencial otimizado após três iterações. Como aproxima-

ção inicial para o potencial utilizou-se a expressão 3.51. O potencial otimizado, a aproximação

inicial e o potencial de referência são mostrados na Figura 4.14.
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Figura 4.13 – Curvas de níveis normalizadas para a seção de choque total, S.
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Figura 4.14 – Potenciais interatômicos: ( ) Função energia potencial de
referência. ( ) Estimativa inicial. ( ) Otimizada com
três iterações.
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A otimização reduziu o erro médio da estimativa inicial em relação ao potencial de refência de

aproximadamente 10 % para um erro menor que 2,6 %. A profundidade do poço do potencial

recuperado é de -11,1 K contra -11,0 K do potencial de referência, um erro menor que 1 %. A

distância de equilíbrio é a mesma para ambos os potenciais, 2,96 Å.

Os valores dos coeficientes de viscosidade, determinados com o potencial refinado, com a es-

timativa inicial, e os calculados com a expressão analítica de Nacher,69 são apresentados na

Figura 4.15.

Figura 4.15 – Coeficientes de viscosidae para o He4: ( ) Calculado
usando a expressão analítica de Nacher.69 ( ) Referente a
estimativa inicial V0. ( ) Referente ao potencial otimizado.
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Fonte: Do autor.

O cálculo do coeficiente de viscosidade com V0 resulta em um erro médio de 12,4632 %, erro

maior que o avaliado por Becker80 para dados experimentais, da ordem de 5 %. Também, o

grande erro para V0 mostra a alta sensibilidade da propriedade de transporte de 1 a 5 K na região

do poço potencial, o que evidencia a escolha correta da faixa de temperatura para otimizar o

potencial na região de interesse. Para o potencial otimizado tem-se o erro médio de 1,6422

% em relação aos dados gerados com a expressão analítica de Nacher. Portanto, o método de

obtenção do potencial foi capaz de otimizar um potencial que a princípio não descrevia os dados

experimentais, levando a um novo potencial comparável ao potencial de referência, isto é, que

descreve os dados experimentais.
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5 CONCLUSÃO

Coeficientes de viscosidade para o 4He e 3He foram calculadas utilizando o tratamento quântico

e aproximação de quinta ordem de 1 a 100 K onde os efeitos quânticos são importantes. O po-

tencial ab initio descrito por Varandas19 foi utilizado. Os valores calculados foram encontrados

dentro da incerteza experimental e estão de acordo com os resultados de Hurly e Moldolver.18

Na análise da sensibilidade, um estudo da dependência do coeficiente de viscosidade em re-

lação aos parâmetros do potencial foi realizado em função da temperatura. Verificou-se que

os desvios admissíveis nos parâmetros devido ao erro experimental em µ é maior que o erro

dos parâmetros,19 mostrando que uma família de potenciais é capaz de descrever a propriedade

dentro de seu erro experimental. No entanto a precisão dos parâmetros maiores que os desvios

também mostra a grande precisão do potencial, e consequentemente da propriedade calculada,

sendo maior que a dos dados experimentais existentes. Os resultados não só contribuem para

calibração de viscosímetros e ressonadores acústicos,89 mas também, para atestar o potencial

descrito por Varandas.19

Com o propósito de inverter a função energia potencial a partir do deslocamento de fase,

estabeleceu-se um novo caminho para obtenção da matriz sensibilidade entre deslocamento

de fase e o potencial intermolecular. No método, não há aproximações e nem a necessidade dos

cálculos das funções de onda, apenas um sistema de equações diferenciais deve ser resolvido, o

método é rápido e preciso. A construção da matriz sensibilidade permitiu avaliar quais regiões

do deslocamento de fase são mais importantes para a inversão do potencial à faixas específi-

cas, neste caso, para inversão do potencial de 5 a 7 Å o deslocamento de fase possui maiores

informações a baixas energias, na região de 0 a 2 Å−1.

A linearização do problema foi realizada por meio da Aproximação da Análise de Sensibilidade

Funcional, método em que se considera a expansão em série de Taylor em primeira ordem. Em-

bora, com a matriz sensibilidade em mãos, a obtenção da função energia potencial não é direta

devido ao mal condicionamento do problema. Para estabilizar o processo de recuperação da

solução a Regularização de Tikhonov foi utilizada. A técnica mostrou-se um recurso indispen-

sável e satisfatória para o processo de inversão.

Considerando a matriz sensibilidade a cada iteração e posteriormente fixa, recuperou-se a fun-

ção energia potencial em excelente concordância. A norma da diferença para uma aproximação
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inicial para o potencial foi reduzida de 0,5597 para a ordem de 10−4 a 10−5, isto é, o método

demonstrou-se efetivo para refinar a função energia potencial. A norma da diferença entre a

fase decresce de 0,8013 para 0,0137 no processo iterativo considerando a matriz fixa.

Para o processo de inversão da função energia potencial a partir de dados de coeficientes de vis-

cosidade, incialmente a seção de choque total foi recuperada dos valores de integral de colisão

após uma etapa algébrica. O problema linear foi resolvido com o auxílio da regularização de

Tikhonov que mostrou excelentes resultados. O problema que conecta a seção de choque total e

a energia potencial foi linearizado por meio da Aproximação da Análise de Sensibilidade Fun-

cional. As sensibilidades necessárias, foram calculadas com o auxílio do método desenvolvido

que estabelece a sensibilidade da fase em relação a função energia potencial. A sensibilidade

da seção de choque total foi estabelecida por meio da derivação direta da expressão analítica

concebida para o tratamento quântico dentro da estatística de Bose-Einstein.

A transformação do problema para a escala logarítmica junto com o procedimento de regulari-

zação possibilitou recuperar a função energia potencial na região do poço potencial com um erro

médio menor que 2,6 % quando comparado ao potencial de referência. O erro na profundidade

do poço potencial foi de 1 % e as distâncias de equilíbrios foram iguais. O potencial recuperado

descreveu os coeficientes de viscosidade com erro de 1,6422 %, menor que o erro experimental

avaliado em 5 %, portanto o potencial recuperado descreve os dados de ceoficientes de viscosi-

dade dentro da incerteza experimental, equivalentemente, ao potencial de referência.

O procedimento descrito nessa tese pode ser utilizado a partir de outras quantidades experi-

mentais como, coeficientes de difusão, condutividade térmica e segundo coeficiente do virial,

sendo um procedimento útil para determinação e comparação de potenciais obtidos por outros

métodos.
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APÊNDICES

APÊNDICE A- DENSIDADE DE ESTADOS DE FÔNONS PARA O COBRE A PARTIR

DE DADOS EXPERIMENTAIS DE CAPACIDADE CALORÍFICA

Nesse apêndice um típico problema inverso é abordado, a inversão da densidade de estados de

fônons1 a partir de dados de capacidade calorífica. O problema envolve uma equação integral li-

near, que a partir da discretização total gera um sistema de equações lineares. O problema é mal

condicionado, portanto a técnica regularização de Tikhonov é utilizada fornecendo excelentes

resultados.

A.1 INTRODUÇÃO

A observação experimental da capacidade calorífica de sólidos por Pierre Louis Dulong e Alexis

Thérèse Petit em 1819 levou a conclusão de que, de modo moderno, podemos enunciar como,

“a capacidade calorífica molar de um sólido cristalino tem um valor constante igual a 3R, onde

R é a constante dos gases”.90 Outros resultados experimentais a baixas temperaturas mostraram

que a capacidade calorífica converge para zero a medida que a temperatura diminui. Embora,

o modelo da equipartição da energia derive o valor limite 3R para altas temperaturas ele não

é adequado para descrever o comportamento a baixas temperaturas. Tal resultado, mostrou a

limitação da teoria clássica em descrever a observação experimental.

Einstein, em 1907, propõe o modelo no qual considera um sistema quântico harmônico com

uma única frequência de vibração.91 O importante modelo para o desenvolvimento da física

quântica descrevia os valores limites para baixas e altas temperaturas, no entanto o modelo ten-

dia a zero muito mais rapidamente que os dados experimentais medidos. Em 1912, Debye, não

só considerando uma única frequência de vibração, mas uma distribuição de frequencias per-

missíveis contínua (densidade de estados de fônons), descreve com sucesso o comportamento

da capacidade calorífica.

No modelo de Debye uma equação integral de Fredholm conecta a densidade de estados de fô-

nons à capacidade calorífica a volume constante. Por um caminho similar, a partir da densidade

de estados, propriedades como variação de entalpia, variação da energia de Gibbs e entropia

1Às vezes nos referiremos à densidade de estados de fônons como, densidade de estados, distribuição de
frequências, ou espectro, para efeito de simplificação.
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podem ser determinadas. Nesse sentido, a obtenção da densidade de estados é de extrema im-

portância para a descrição de propriedades termofísicas do sistema.

As técnicas mais comumente usadas para obtenção da densidade de estados de fônons são o

espalhamento Raman e o espalhamento de neutrons.92 A primeira técnica é limitada aos modos

centrais dos fônons, enquanto a segunda é de custo elevado. Alternativamente, a densidade

de estados pode ser obtida por técnicas de espahamento de raios X,7,93 ou por cálculos ab

initio, por exemplo, utilizando a teoria do funcional da densidade.94 Tais técnicas, resultam

em um espectro aproximado para o sistema que nem sempre são adequadas para descrever as

propriedades termofísicas como será mostrado.

O problema inverso de recuperar a densidade de estados a partir de dados de capacidade calo-

rífica tem sido explorado até os dias de hoje, podemos citar Montroll (1942),95 Kok (1990),96

Chen (1990, 1998, 2010),97–100 Xianxi (1999),101 Hague (2005),92 e uma publicação de nosso

grupo, Costa et al (2014).102

Em alguns casos, as soluções propostas não são colocadas em termos de funções elementares,

por exemplo, a solução proposta por Montroll envolve uma integral dupla no plano complexo.

Em outros casos, as soluções são apropriadas em casos especiais onde se tem uma função

analítica para a capacidade calorífica. Numericamente, verifica-se instabilidade nos cálculos

e difícil implementação.

A dificuldade de inversão deve-se ao mal condicionamento do problema,10 neste caso técnicas

de regularização devem ser utilizadas. Neste capítulo a técnica de regularização, Regularização

de Tikhonov, foi utilizada para a inversão da densidade de estados de fônons a partir de dados

de capacidade calorífica para o cobre.

Em princípio ao se desenvolver um caminho para inversão, dados simulados são utilizados,

até que, finalmente o método seja aplicável a dados experimentais, isto é, suporte a instabili-

dade do erro que se tem experimentalmente. Nesse trabalho todas as informações são de natu-

reza experimental, demonstrando a aplicabilidade final do caminho proposto. As propriedades

termodinâmicas, entropia, variação de entalpia, e energia de Gibbs também são calculadas e

comparadas com dados experimentais.
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A.2 METODOLOGIA

Nesta seção, são apresentadas as principais equações e a metodologia numérica utilizada na

resolução do problema.

A.2.1 Cálculo das propriedades termodinâmicas

A partir da definição de função partição Z, mais precisamente do logaritmo ln(Z), a expressão

para capacidade calorífica é derivada como

CV (T ) = kB

∫
∞

0

[hν/(kBT )]2ehν/(kBT )

[ehν/(kBT )−1]2
g(ν)dν , (A.1)

em que h é a constante de Planck, kB a constante de Boltzmann e g(ν) a densidade de estados

de fônons normalizada para área igual a 3NA, onde NA é o número de Avogrado.98

A integral A.1 foi resolvida numericamente utilizando-se a quadratura de Gauss-Legendre para

34 valores de temperatura. Utilizou-se 60 pontos em ν entre 0,1 e 10 THz. Por um mesmo

caminho obteve-se as propriedades entropia, entalpia e enegia de Gibbs, por meio de,100,103

S =
∫

∞

0

[
hν

T (ehν/kBT −1)
− kB ln(1− e−hν/kBT )

]
g(ν)dν ,

H =
h
2

∫
∞

0
νg(ν)dν +h

∫
∞

0

ν

ehν/kBT −1
g(ν)dν

e

G =
h
2

∫
∞

0
νg(ν)dν + kBT

∫
∞

0
ln(1− e−hν/kT )g(ν)dν .

Para as propriedades não absolutas, utilizou-se T = 0K para a temperatura do estado de refe-

rência.100,103

A.2.2 Regularização de Tikhonov

A integral A.1 em sua forma discretizada, CV (Ti) ≈ ∑
n
j=1 K(Ti,ν j)g(ν j), considerando m va-

lores de temperatura, leva a forma matricial, C = Kg, C e g são vetores colunas contendo as



67

capacidades caloríficas para m temperaturas e a densidade de estados para n frequências, res-

pectivamente.

A princípio poderia se tentar buscar g a partir de C resolvendo o problema de minimização

min
g
‖Kg−C‖2

2 , (A.2)

cuja solução pode ser encontrada resolvendo a equação normal,

Kg = C. (A.3)

Entretanto, a integral A.1, uma equação integral de Fredholm de primeira ordem, caracteriza

o problema como mal-colocado.104 Portanto, o problema de minimização, sujeito a pequenos

erros no vetor C amplificará o erro na solução, tornando-a inapropriada.105 Um caminho alter-

nativo é utilizando a Regularização de Tikhonov.

Na Regularização de Tikhonov restrições são adicionadas ao problema de minimização definido

pela Equação A.2,14,15

min
g

{
‖Kg−C‖2

2 +λ ‖Lg‖2
2

}
, (A.4)

em que, λ é o parâmetro de regularização que controla o balanço entre a norma do resíduo e a

norma da restrição. O operador linear L pode ser definido como Lg = g, g′, g′′ ou Lg = g− ĝ.14

A quantidade ĝ é uma aproximação inicial para g e (′) designa a notação prima para a derivada

de g em relação a ννν .

Nesse capítulo consideramos Lg = g− ĝ por possuirmos dados experimentais de g que foram

utilizados como a estimativa inicial ĝ. Dessa forma a solução é obtida por

min
g

{
‖Kg−C‖2

2 +λ ‖g− ĝ‖2
2

}
, (A.5)

resolvendo a equação normal,

Gg = y,

em que,

G =

 K
√

λ I
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e

y =

 C
√

λ ĝ

 .
A estimativa inicial ĝ foi obtida do trabalho experimental de Flinn93. As equações normais

foram resolvidas sujeitas a restrição g(ν j)≥ 0 para todo j.106

O parâmetro λ foi obtido pelo método gráfico da curva L, um gráfico do logaritmo da norma

da solução em função do logaritmo da norma do resíduo correspondente, para vários valores

de λ .15 Para problemas mal-colocados o gráfico frequentemente tem a forma de um L.16 É

selecionado o valor de λ onde a curva apresenta um “canto”, esse é o melhor valor de λ no

sentido em que há o melhor balanço entre as normas.

A.2.3 Análise da sensibilidade

Uma questão importante a ser analisada é a sensibilidade da capacidade calorífica a volume

constante em relação a uma pequena perturbação na densidade de estados, isto é, quais fai-

xas de densidade de estados são mais importantes para descrição da propriedade. Em termos

matemáticos a sensibilidade é traduzida pela derivada parcial Si j =
∂CV (Ti)
∂g(ν j)

considerando que

dCV (Ti) =
∂CV (Ti)

∂g(ν j)
dg(ν j).

Precisamente ∂CV (Ti)
∂g(ν j)

estima a sensibilidade da variação em CV (Ti) para uma pequena variação

finita em g(ν j). Ainda pode-se avaliar a sensibilidade em termos relativos considerando

dCV (Ti)

CV (Ti)
=

[
∂CV (Ti)

∂g(ν j)

g(ν j)

CV (Ti)

]
dg(ν j)

g(ν j)
.

Agora a quantidade ∂CV (Ti)
∂g(ν j)

g(ν j)
CV (Ti)

estima qual será a sensibilidade do percentual (ou razão) de

variação em CV (Ti) devido a uma pequena variação finita de um percentual (ou razão) em

g(ν j). As vezes a sensibilidade relativa ∂CV (Ti)
∂g(ν j)

g(ν j)
CV (Ti)

é escrita de forma mais resumida como
∂ lnCV (Ti)
∂ lng(ν j)

.23
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A.3 RESULTADOS E DISCUSSÃO

Nesta seção é apresentada a abordagem ao problema direto e posteriormente a abordagem ao

problema inverso.

A.3.1 Cálculo das capacidades caloríficas

Na Figura A.1 é apresentada a densidade de estados de Flinn93 utilizada para os cálculos de CV

mostrados na Figura A.2.

Figura A.1 – Densidade de estados para o cobre.
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Fonte: Do autor, adaptada de Flinn (1961).93

Os dados experimentais de Cv de Giauque e Meads107 apresentados na Figura A.2 possuem a

precisão de 2 a 3 % a 15 K, de 1 % a 20 K, e de 0,1 a 0,2 % para valores acima de 35 K.

Nas temperaturas mencionadas, o módulo dos desvios médios entre os valores calculados e os

experimentais foram, respectivamente, 33,4 %, 30,1 % e 4 %, assim sendo, todos os dados

calculados estão fora da incerteza experimental. Os desvios verificados podem ser atribuídos

aos detalhes do espectro de frequências que estão relacionados com as suposições das leis de

forças utilizadas para a sua construção como destacam Flinn et al.93
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Como mostrado na Figura A.3, também há um desvio significativo para as propriedades termo-

dinâmicas calculadas, entropia, S, variação de entalpia, ∆H, e energia de Gibbs, ∆G. Os erros

médios em módulo para S, ∆H e ∆G, foram, respectivamente, 12,63 %, 11,08 % e 15,80 %.

Figura A.2 – Capacidades caloríficas para o cobre. ( ) Valores experimen-
tais de Giauque e Meads. ( ) Valores calculados usando a
densidade de estados de Flinn.93
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Fonte: Do autor, valores experimentais de Giauque e Meads (1941).107
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Figura A.3 – Propriedades termodinâmicas calculadas a partir da densidade
de estados obtida do trabalho de Flinn em comparação com os
dados experimentais de Giauque e Meads.
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A.3.2 Otimizando a densidade de estados: Regularização de Tikhonov

Com o propósito de obter g(ν) a partir de CV , o caminho minimizando A.2 é abordado obtendo

a solução apresentada na Figura A.4. Como se verifica, embora a solução apresente uma norma

do resíduo mínima (0,0345) ela não é fisicamente aceitável. O alto índice de condicionamento

da matriz K (8,33× 1016) e o erro que se tem em C são suficientes para tornar o processo de

obtenção da solução instável.

Figura A.4 – Solução invertida pela eliminação de Gauss com pivotamento
parcial.
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Fonte: Do autor.

A obtenção de uma solução estável é feita por meio da regularização de Tikhonov minimizando

A.4. Para isso, utilizou-se λ = 3,43× 10−25 que foi avaliado pelo curva L mostrada na Fi-

gura A.5. A densidade de estados invertida, utilizando a densidade de estados de Flinn como

a estimativa inicial é apresentado na Figura A.6, ela é semelhante a aproximação inicial expe-

rimental, isto é, é fisicamente aceitável. Na Figura A.7 apresenta-se a matriz sensibilidade em

termos relativos onde pode-se inferir quais faixas de temperatura são mais importantes para a in-

versão da densidade de estados em faixas desejadas de frequências. Por exemplo, os valores de

temperatura acima de 100 K são mais apropriados para inversão da densidade de estados apro-

ximadamente a 7 THz, enquanto, valores de CV abaixo de 100 K são mais úteis para inversão

abaixo de 5 THz.



73

Figura A.5 – Curva L, 10−30 ≤ λ ≤ 10−20.
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Figura A.6 – Densidade de estados otimizada pela regularização de Tikhonov.
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Fonte: Do autor, aproximação inicial adaptada de Flinn (1961).93
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Figura A.7 – Matriz sensibilidade em termos relativos.
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A Tabela A.1 resume os valores calculados de CV utilizando a densidade de estados inicial e a

otimizada em comparação com os dados experimentais.

Tabela A.1 – Capacidades caloríficas em comparação com os resultados experimentais de
Giauque e Meads.

T , K Cexp
V Ccal

V
∗ Ccal

V
∗∗ T , K Cexp

V Ccal
V
∗ Ccal

V
∗∗

Jmol−1K−1 Jmol−1K−1

15 0,17 0,11 0,17 150 20,25 19,75 20,29
20 0,477 0,334 0,469 160 20,79 20,29 20,80
25 0,975 0,744 0,983 170 21,26 20,75 21,24
30 1,72 1,37 1,73 180 21,64 21,15 21,63
35 2,66 2,21 2,68 190 21,97 21,50 21,96
40 3,77 3,22 3,78 200 22,28 21,80 22,24
45 4,978 4,333 4,975 210 22,53 22,07 22,50
50 6,237 5,512 6,214 220 22,74 22,30 22,72
60 8,655 7,889 8,660 230 22,94 22,51 22,92
70 10,90 10,12 10,906 240 23,14 22,69 23,09
80 12,87 12,10 12,873 250 23,31 22,86 23,25
90 14,56 13,81 14,550 260 23,43 23,01 23,39

100 15,98 15,26 15,964 270 23,54 23,14 23,51
110 17,17 16,48 17,150 280 23,63 23,26 23,63
120 18,15 17,51 18,146 290 23,68 23,37 23,73
130 18,95 18,38 18,983 298,1 23,70 23,45 23,81
140 19,64 19,12 19,690 300 23,71 23,47 23,82

Fonte: Do autor, valores experimentais de Giauque e Meads (1941).107

∗ Usando a densidade de estados de Flinn.
∗∗ Usando a densidade de estados otimizada.

Os dados calculados com a densidade de estados otimizada se encontram em sua maioria dentro

do erro experimental, o maior erro ocorre na temperatura mais baixa, menor que 2 % conforme

Figuras A.8 e A.9.
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Figura A.8 – Erro relativo para o CV , valor calculado em relação ao dado ex-
perimental, valores em módulo.
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Figura A.9 – Erro relativo para o CV , valor experimental em relação ao dado
calculado com a densidade de estados otimizada.
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Uma melhora significativa nas propriedades termodinâmicas também é verificada como mostra

a Figura A.10.

Figura A.10 – Propriedades calculadas a partir da densidade de estados otimi-
zada para o cobre.
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Fonte: Do autor, valores experimentais de Giauque e Meads (1941).107

O erro médio em módulo, para S, é de 1,63 % contra 12,63 % inicial, para ∆H de 1,44 % contra

11,08 % inicial e para ∆G de 2,48 % para 15,80 % inicial. Portanto a otimização da densidade

de estados de fônons melhora significativamente a previsão das propriedades termodinâmicas.

A.4 CONCLUSÃO

O problema inverso de recuperar a densidade de estados de fônons a partir da capacidade calorí-

fica para o cobre foi abordado. Para a inversão da densidade de estados utilizou-se a Regulariza-

ção de Tikhonov e a restrição de não negatividade para evitar soluções sem significado físico. A

regularização, não só minimiza a norma do resíduo mas também a norma da solução. O equilí-

brio entre as duas normas a serem minimizadas foi controlado pelo parâmetro de regularização,

avaliado pela curva L como λ = 3,43×10−25. Todos os dados utilizados foram experimentais,

demonstrando a aplicabilidade final do método. O caminho proposto demonstrou ser estável,

ou seja, suporta a instabilidade proveniente do erro experimental.
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A matriz sensibilidade foi obtida onde se verificou que valores de temperatura acima de 100 K

são mais apropriados para inversão da densidade de estados aproximadamente a 7 THz e que

valores de CV abaixo de 100 K são mais úteis para inversão abaixo de 5 THz.

A densidade de estados obtida possui um perfil similar à experimental utilizada como aproxi-

mação inicial, isto é, é fisicamente aceitável. Com a densidade de estados otimizada obteve-se

as capacidades caloríficas dentro da incerteza experimental. Os erros médios em módulo para

as propriedades termodinâmicas também decrescem com a otimização, para S, ∆H e ∆G, caem

de 12,63 para 1,63, de 11,08 para 1,44 e de 15,80 para 2,48, respectivamente.

O trabalho não só contribui para a área da química demonstrando um caminho para se refinar a

densidade de estados de fônons obtidas experimentalmente ou computacionalmente, mas tam-

bém contribui para a área de problemas inversos, que de certa forma, abrange vários problemas

da ciência, incluindo a química, a física e a matemática.
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APÊNDICE B- COEFICIENTES DE TRANSMISSÃO E REFLEXÃO PELO MÉTODO

DA AMPLITUDE VARIÁVEL

A exemplo da equação de Calogero, a qual foi deduzida pelo método da variação dos parâme-

tros (seção 3.2.1), se deduzirá a equação diferencial para a amplitude de reflexão. Com uma

condição inicial adequada para o problema, o método é aplicável à barreiras potenciais com di-

ferentes limites assintóticos. Cálculos numéricos são realizados para o potencial de Eckart.108

Para uma versão mais completa do texto consulte o trabalho publicado.109

B.1 INTRODUÇÃO

A compreenssão do processo de tunelamento, processo em que uma partícula com energia total

E penetre em uma região do espaço onde a energia potencial V (x) é maior que E, possibilitou a

interpretação de vários fenomenos físicos e químicos como o decaimento alfa,110,111 a emissão

de elétrons por metais frios sob a influência de um campo forte,112 reações de transferência de

hidrogênio, fundamentais para a compreensão do efeito isotópico cinético H/D,113,114 meca-

nismos de transferência de elétrons115,116 e inversão espectral.117,118 O processo também é de

importância para o planejamento de novos semicondutores e dispositivos eletrônicos.119

A resolução da equação unidimensional de Schrödinger de forma analítica é limitada a potenci-

ais modelos como o potencial degrau e o barreira retangular que frequentemente se distanciam

da realidade física.120–122 A abordagem a formas potenciais mais complicadas é feita por um

caminho numérico aplicando-se por exemplo o método da matriz de transferência para a obten-

ção de coeficientes de transmissão/reflexão.123–126 Algumas deficiências do método da matriz

de transferência tem sido pontuadas por Rozman et al. como o aumento do esforço computaci-

onal decorrente do aumento de segmentos em que o potencial é dividido e erros numéricos de

arredondamento ao lidar com barreiras opacas.

O método que damos destaque aqui é o método originalmente apresentado por Tikochinsky em

1977.127 O método, a qual também poder ser chamado de método da amplitude variável, con-

siste basicamente em estabelecer uma equação diferencial para a aplitude de reflexão, similar a

equação de Calogero.33,70,71,73 O método de Tikochinsky, consiste de uma ferramenta simples

e de fácil implementação computacional e aplica-se de forma geral a potenciais localizados.
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Nessa seção, assim como foi feito para a equação de Calogero, a equação de Tikochinsky será

obtida pelo método da variação dos parâmetros. Cálculos numéricos serão realizados para o

potencial de Eckart para enfatizar a aplicação do método a diferentes condições de contorno,

não necessariamente V (x±∞) = 0, como na maioria dos trabalhos.128

B.2 EQUAÇÃO DE TIKOCHINSKY

Será aplicado o método geral apresentado por Ronveaux para derivar a equação diferencial para

o método da amplitude variável.57 O ponto inicial é a equação em uma dimensão de Schrödinger

escrita na seguinte forma

ψ
′′+ k2

ψ =U(x)ψ, (B.1)

em que U(x) = 2mV (x)/h̄2 é o potencial reduzido e k =
√

2mE/h̄2 é o número de onda. As

quantidades m, V (x), h̄ e E são respectivamente, a massa, o potencial, a constante reduzida de

Planck e a energia.

Em comparação com a equação geral 3.15 repetida abaixo

u′′(x)+P(x)u′(x)+Q(x)u(x) =V1(x)u(x)+V2(x)u′(x).

identifica-se as equivalências u ≡ ψ , Q(x) ≡ k2 e V1(x) ≡U(x) sendo as demais quantidades

nulas.

Considerando as soluções para o problema homogêneo associado u1 = ψ1 = eikx e u2 = ψ2 =

e−ikx e a equação de fase 3.24 (repetida abaixo)

S′(x) =
u1(x)+u2(x)S(x)

detW
{

V1(x)[u1(x)+u2(x)S(x)]+V2(x)[u′1(x)+u′2(x)S(x)]
}
.

obtem-se finalmente a equação de Tikochinsky

r′(k,x) =−U(x)
2ik

[
eikx + r(k,x)e−ikx

]2
(B.2)

onde se utilizou a equivalência S ≡ r. Com a incidência das partículas sobre a barreira da

esquerda para a direita, a condição inicial será dada por r0 = r(k,x0) =
k−k0
k+k0

e2ix0k, em que

k0 =
√

2m[E−V (x0)]/h̄2 e x0 é um valor grande da coordenada onde o potencial é praticamente
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constante. A condição inicial é a amplitude de reflexão para o potencial degrau V (x0)H(x−x0)

sendo H a função degrau.

B.3 RESULTADOS E DISCUSSÃO

Para os cálculos utilzou-se o método de Runge-Kutta quarta e quinta ordem com passo adapta-

tivo.129. A integração foi realizada de 20 a -20 em unidades atômicas.

O potencial de Eckart,108,122

V (x) =
h̄2

2m

[
aex

1+ ex +
bex

(1+ ex)2

]
, (B.3)

como função dos parâmetros a e b é apresentado na Figura B.1.

Figura B.1 – Potencial de Eckart para diferentes valores do parâmetro a com
b = 8a.
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Fonte: Do autor.

A modificação do limite a direita do potencial VD pode ser visualizada como função da modifi-

cação do parâmetro a para b = 8a.

Os coeficietes de reflexão, R, são apresentados na Figura B.2 no intervalo de energia ah̄2

2m ≤ E ≤
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4,5 em comparação com a solução analítica

R(k) =
cosh[2π(k−β )]+ cosh(2πδ )

cosh[2π(k+β )]+ cosh(2πδ )
, (B.4)

em que β =
√

k2−a e δ =
√

b−1/4, adequada para descrever o coeficiente de reflexão para

b > 1/4.

Figura B.2 – Coeficiente de reflexão R para o potencial de Eckart para diferen-
tes valores de a com b = 8a, (linha contínua) exato, (asteriscos)
solução numérica.
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O erro médio em comparação com a solução exata foi de 1,54× 10−6 %. Como vantagem

o método de Tikochinsky possibilita utilizar técnicas com passo adaptativo o que contorna os

problemas do método da matriz de transferência citados por Rozman et al.130

B.4 CONCLUSÃO

O método de Tikochinsky apresenta-se como um caminho simples e preciso para cálculos de

coeficientes de reflexão/transmissão. A forma de uma quação diferencial de primeira ordem

permite explorar diversas técnicas de resolução de equações diferenciais, como as de passo

adaptativo que confere uma solução rápida e precisa. Com a condição inicial utilizada o método

torna-se geral para potenciais localizados com diversos limites assintóticos.
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APÊNDICE C- APRIMORAMENTO PARA O CÁLCULO DA DENSIDADE DE SEN-

SIBILIDADE - REPRESENTAÇÃO INTEGRAL

Como vimos na seção 3.2.1.2, Equação 3.30, utilizando a técnica da variação dos parâmetros, a

partir da equação radial de Schrödinger encontra-se a equação diferencial para o deslocamento

de fase, ηl(ρ;k), sendo função do momento angular l e do número de onda k,57,109

dηl(ρ;k)
dρ

=−U(ρ)

k
{ ĵl(kρ)cos[ηl(ρ;k)]− ŷl(kr)sin[ηl(ρ;k)]}2. (C.1)

Subtituímos a notação r da Equação 3.30 por ρ e também utilizamos as funções Ricatti-Bessel

ĵl e ŷl ,131 ao invés das funções esféricas de Bessel jl e yl para simplificar a notação integral que

será apresentada.

A quantidade U(ρ) se relaciona com o potencial V (ρ) por U(ρ) = 2µV (ρ)

h̄2 em que µ é a massa

reduzida do sistema e h̄ a constante reduzida de Planck.

Como discutido em trabalho anterior,70 a sensibilidade Sl(k,r) =
∂ηl(k)
∂V (r) pode ser obtida resol-

vendo-se a equação de fase (C.1) acoplada a equação diferencial

dSl(ρ;k,r)
dρ

=−G(ρ;r)
k
{ jl(kρ)cos[ηl(ρ;k)]− yl(kr)sin[ηl(ρ;k)]}2

+
U(ρ)

k

{
2 jl(kρ)yl(kρ)cos[2ηl(ρ;k)]+ [ j2

l (kρ)− y2
l (kρ)]sin[2ηl(ρ;k)]

}
Sl(ρ;k,r) (C.2)

em que Sl(ρ;k,r) = ∂ηl(ρ;k)
∂V (r) e

G(ρ;r)≡ ∂U(ρ)

∂V (r)
=


2µ

h̄2 , se ρ = r

0, se ρ 6= r
. (C.3)

A equação (C.2) é recuperada de modo direto derivando-se a equação (C.1) com respeito a um

ponto específico no potencial, isto é, dSl(ρ;k,r)
dρ

= ∂

∂V (r)
dηl(ρ;k)

dρ
.

Numericamente inicia-se a integração a partir de uma coordenada pequena, ρ0, tal qual possa se

aproximar o deslocamento de fase inicial pelo deslocamento de fase de um potencial de esfera

rígida de diâmetro ρ0, isto é, ηl(ρ0;k) = arctan jl(kρ0)
yl(kρ0)

.17 A aproximação é válida pois para

ρ < ρ0 o potencial cresce abruptamente. Considerando ρ0 < r tem-se que a fase no ponto ρ0
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não dependerá do potencial em r, portanto a condição inicial para a sensibilidade Sl(ρ0;k,r) é

nula. O deslocamento de fase ηl(k) e a sensibilidade Sl(k,r) são obtidos no limite de ρ tendendo

ao infinito, isto é, ηl(k) = ηl(ρ → ∞;k) e Sl(k,r) = Sl(ρ → ∞;k,r), na prática a integração é

realizada até que as quantidades convirjam dentro de uma precisão preestabelecida.

A função G(ρ;r) é definida unicamente em r, deste modo, a sensibilidade começará a ser acu-

mulada apenas a partir desse ponto. Como consequência pode-se iniciar a integração a partir de

r, a equação (C.2) se simplifica ao problema de valor inicial:

S0
l (r;k) =− 2µ

kh̄2{ jl(kr)cos[ηl(r;k)]− yl(kr)sin[ηl(r;k)]}2
∆r (C.4)

dSl(ρ;k,r)
dρ

=
U(ρ)

k

{
2 jl(kρ)yl(kρ)cos[2ηl(ρ;k)]+ [ j2

l (kρ)− y2
l (kρ)]sin[2ηl(ρ;k)]

}
Sl(ρ;k,r)

(C.5)

O termo ∆r aparecerá naturalmente ao se resolver o problema por meio da equação (C.2) nu-

mericamente, será o passo multiplicado por dSl(ρ;k,r)
dρ

(Equação C.2) quando ρ = r. O termo

corresponde ao espaçamento nas coordenadas dos pontos onde se pretende inverter o potencial.

Considerando que ∂ηl(k)
∂V (r) =

δηl(k)
δV (r) ∆r encontra-se, a partir de (C.5), a expressão para a densidade

de sensibilidade,
δηl(k)
δV (r)

= S0
l (r;k)e

∫
∞

r fl(ρ;k)dρ , (C.6)

em que

fl(r;k) =
U(r)

k

{
2 jl(kr)yl(kr)cos[2ηl(r;k)]+ [ j2

l (kr)− y2
l (kr)]sin[2ηl(r;k)]

}
(C.7)

e ∆r = 1 em S0
l (r;k).

Na formulação alternativa para a obtenção da densidade de sensibilidade, Equação C.6, a de-

pendência em r está no limite inferior de integração. O integrando depende tão somente do

conhecimento de ηl(r;k), portanto resolvendo-se a equação de fase apenas uma única vez para

um dado número de onda k e momento angular l é possível encontrar a densidade de sensibili-

dade para várias coordenadas, diferentemente do caminho anterior, cuja equação de fase deve
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ser resolvida várias vezes acopladamente, e em faixas onde a sensibilidade não é acumulada.

O estabelecimento da expressão para a densidade de sensibilidade ao invés da sensibilidade,

como no método anterior, configura também vantagem, pois os pesos ∆r podem ser escolhidos

apropriadamentes para uma melhor representação da equação integral.

Ainda de (C.6), pode-se recuperar a solução radial, ul(r), por meio da relação demonstrada por

Guzman e Rabitz,65

δηl(k)
δV (r)

=−2µ

h̄2 u2
l (r;k). (C.8)

Com simples manipulação algébrica encontra-se,

ul(r;k) = u0
l (r;k)e

1
2
∫

∞

r fl(ρ;k)dρ , (C.9)

em que

u0
l (r;k) =

1√
k
{ jl(kr)cos[ηl(r;k)]− yl(kr)sin[ηl(r;k)]}. (C.10)

É importante enfatizar que embora a solução da equação radial possa ser encontrada por outros

métodos numéricos, como por exemplo, o método renormalizado de Numerov,30 ela deve estar

devidamente normalizada de maneira a satisfazer (C.8) o que nem sempre é viável. O método

aqui apresentado é um simples caminho para encontrar a densidade de sensibilidade e a função

de onda radial a partir de ηl(r;k).
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