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RESUMO

Neste trabalho fazemos o estudo da teoria de equacdes diferenciais fraciondrias do ponto de
vista qualitativo. Para isso, estudamos teoremas de existéncia, unicidade e prolongamento de
solugdes, teoria de comparagao, teoria de estabilidade de Lyapunov para sistemas de ordem fra-
ciondrias e fazemos uma aplicacdo desses resultados. Fizemos uso da teoria desenvolvida para
estudar um modelo matematico para a transmissdo do virus da Dengue via equacdes diferen-
ciais com a derivada fraciondria de Caputo, cujo o modelo estd disponivel na literatura. Desse
modo, € fundamental a andlise do comportamento assintético, ou seja, 0 que acontece com as
solucdes quando faz-se o tempo tender para o infinito, na qual, utilizou-se a Estabilidade de
Lyapunov. Seguiu-se uma linha numérica, na qual foram realizadas simula¢des para validag¢ao
do modelo adotado e investigacao da estabilidade assintética global dos pontos de equilibrio.
Assim, foram considerados quatro valores como condig¢des iniciais, cujas solu¢des convergem
para os pontos de equilibrio. Além disso, foi feito a comparagdao com uma simulagao utilizando
equagdes diferenciais ordindrias e constatou-se que as solu¢des do modelo de ordem fraciondria
tem menos oscilacdes por garantir um sistema de amortecimento, fazendo com que as solucdes

convirjam em menor velocidade.

Palavras-chave: Epidemiologia. Modelagem Matematica. Equagdes Diferenciais Fraciondrias.

Teoria Qualitativa. Estabilidade de Lyapunov.



ABSTRACT

This work is a study of the theory of fractional differential equations from the point of view
qualitative. To this, we study theorems of existence, uniqueness and continuation of solutions,
comparison theory, Lyapunov stability theory to fractional order systems and we apply these
results. In recent years, study of fractional-order systems has attracted the attention of many
researchers and has generated several publications. The possible applications of this theory are
present in several areas of the knowledge such as Viscoelasticity, Electrochemistry, Physics,
Epidemiology, among many others that can be modeled by fractional differential equation. We
make use of this theory to study a mathematical model to transmission of Dengue Disease, by
fractional derivative of Caputo type, whose model is available in the literature. Thus, a funda-
mental result is the analysis of the behavior asymptotic, that is, what happens to the solutions
when the time to infinity, so we will use Lyapunov stability. We use numerical simulations to
carried out to validate the model and investigate whether the equilibrium points are globally
asymptotically stable, since four values were considered as initial conditions, whose solutions
converge to the equilibrium points. In addition, it was compared to a simulation using ordinary
differential equations and it was found that the solutions of the fractional order model have less
oscillations because they guarantee a damping system, causing the solutions to converge at a

lower speed.

Key-words: Epidemiology. Mathematical Modeling. Fractional differential equations.

Lyapunov stability.
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1 INTRODUCAO

O célculo fraciondario originou-se em 30 de Setembro de 1695, quando L’Hospital es-
creveu uma carta ao seu amigo Leibniz, propondo e discutindo o significado de uma derivada
de ordem meio (PODLUBNY, 2002). A partir dai, outros mateméticos deram sua contribuicao
para o desenvolvimento dessa teoria, dentre eles Riemann e Liouville.

O matemadtico Abel foi o primeiro a encontrar uma aplicagdo para o cédlculo de ordem
ndo inteira, em 1823, para resolver o cldssico problema da tautécrona, que buscava determinar
a curva tal que o tempo de descida até o ponto minimo de um corpo abandonado sobre ela e
sujeito a acdo da gravidade seja o mesmo, independentemente do ponto onde ele foi abando-
nado. Apesar de ndo ter utilizado diretamente o calculo fraciondrio para soluciond-lo mostrou
que era possivel escrever a solu¢do em termos de derivadas fracionarias (CAMARGO, 2009).
Entretanto, apenas em 1969 que Caputo propds uma nova definicdo para a derivada de ordem
ndo inteira que aplicou a problemas de viscoelasticidade e sismologia (CAPUTO, 1969).

A utilizacdo de conceitos e técnicas do Célculo Fraciondrio tem possibilitado impor-
tantes resultados em varias areas do conhecimento (CAPUTO, 1992; MACHADO, 2003; MA-
TIGNON, 1996; PODLUBNY, 2002). Além disso, € uma ferramenta importante para refinar a
descricao de fendmenos naturais, em particular aqueles que possuem memoria, de acordo com
Tarasov (2013). O estudo de sistemas de ordem fraciondria tem atraido a aten¢do de muitos
pesquisadores e por isso tem gerado vdrias publicagdes. As aplicacdes possiveis dessa teoria
estdo presentes em diversas dreas do conhecimento tais como Viscoelasticidade, Eletroquimica,
Fisica, Epidemiologia, entre muitas outros que possam ser modelados por meio de uma equagao
diferencial fraciondria.

Assim como a resolugdo de uma equacdo diferencial ordindria com coeficientes cons-
tantes tem sua solu¢do dada, em vdrios casos, em termos da fun¢io exponencial, uma equagao
diferencial de ordem ndo inteira tem sua solucio dada em termos de funcdes de Mittag-Leffler
(MITTAG-LEFFLER, 1903). Dai surge a importancia de se estudar tais fungdes. A funcdo de
Mittag-Leffler € uma generalizacdo da funcdo exponencial a partir de uma série de poténcias
mais geral. Por isso, uma equagdo diferencial de ordem nao-inteira é capaz de fornecer uma
descricao mais refinada de um dado fendmeno do que a respectiva equagdo de ordem inteira (DI-
ETHELM, 2013; MAOLIN, ZAIHUA, HAIYAN, 2013; POOSEH, RODRIGUES, TORRES,
2011; SARDAR et al., 2014).
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Além dos conceitos de integral e derivada fraciondrios, o estudo da teoria de sistemas
de equacdes diferenciais fraciondrias é fundamental. As equagdes diferenciais fraciondrias fo-
ram utilizadas em muitas aplicacOes para descricdes de fendmenos ndo lineares em diversos
ramos da ciéncia, por isso, o estudo de resultados sobre existéncia e unicidade de solugdes des-
tes sistemas sdao importantes para garantir se o problema € bem posto e para a interpretacao
das aplicacdes. Do mesmo modo, como no caso ordindrio, também € necessdrio estabelecer
conceitos de prolongamento de solugdes no ambito global.

Este trabalho contém quatro se¢des: em Conceitos Epidemiolégicos sdo apresentados
alguns conceitos preliminares da Epidemiologia, tais como, os meios de transmissdo, caracte-
risticas e defini¢Oes, algumas medidas de controle e prevencdo de doengas, modelos epidemi-
oldgicos de sistemas compartimentados em populagdes e a interpretagdo pratica da Razao de
Reprodugdo Basica.

Na se¢do Célculo Fraciondrio € abordado o cdlculo diferencial e integral de ordem nao
inteira. Sdo definidas as fun¢cdes Gama e Beta, a Transformada de Laplace, e a definicdo da
integral fraciondria. Além disso, apresentamos técnicas para resolucdo e alguns exemplos. For-
malizamos também a defini¢do de derivada fraciondria segundo Riemann-Lioville e segundo
Caputo, e alguns lemas que mostram a relagdo entre ambas as derivadas. Para finalizar fo-
ram introduzidos as fungdes de Mitagg-Leffer e alguns teoremas para o desenvolvimento do
trabalho.

A secdo Equagdes Diferenciais de Ordem Fraciondria € dedicada a Teoria Qualitativa
para Equagdes Diferenciais Fraciondrias, o Teorema de Existéncia, Unicidade e apresentamos
um novo Teorema de Prolongamento de Solucgdes para sistemas de equagdes diferenciais fraci-
ondrios, além da apresentacdo de alguns resultados sobre desigualdades envolvendo derivadas
fraciondrias.

A secdo Estabilidade de Lyapunov e Aplica¢des discutimos e utilizamos a Teoria de
Estabilidade de Lyapunov de sistemas de equacdes diferenciais fraciondrios, como sistemas nao
autdonomos, estabilidade assintdtica e fungdes de classe K e K .. Além de uma aplicacdo em um
modelo epidemioldgico para a infeccdo e propagacdo da dengue em populacdes de individuos
humanos e mosquitos. Serdo dados os pontos de equilibrio do sistema, a Razdo de Reprodugao
Baésica da doenca. Sendo assim, para a estabilidade de solu¢gdes determinamos uma fungao de
Lyapunov para ser utilizada como hipé6tese dos teoremas de estabilidade local de solugdes.

Na secdo Simulacdo Numérica foram realizadas simulacdes numéricas de solugdes de
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um sistema de equagdes diferenciais de ordem fraciondria simplificado da se¢do anterior, sendo
assim, teremos uma nova Razao de Reproducio Basica %,. Estio apresentados os dois cendrios
epidemioldgicos, quando o novo %, < 1 as solu¢des convergem para o ponto de equilibrio livre
da doenga e quando o novo %, > 1 as solugdes convergem para o ponto de equilibrio endémico.
De maneira a investigar a estabilidade global de solu¢des, foram simulados para diferentes va-

lores de condig¢do inicial e todos apresentaram convergéncia, dado um cendrio epidemioldgico.
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2 CONCEITOS EPIDEMIOLOGICOS

A Epidemiologia é uma ciéncia que estuda os padrdes relacionados as doencas e a saide
da populacdo (MARTCHEVA, 2015). A palavra Epidemiologia vem do grego, epi, que significa
sobre, demos, que significa populagcdo e logos, que significa estudo. Sendo assim, podemos
entender a Epidemiologia como o estudo das doencas infecciosas que acometem a populagdo
humana.

Uma doenca infecciosa € caracterizada pela presenca de um agente microbiano patogé-
nico. Os agentes microbianos causadores das doencas infecciosas podem ser: virus, bactérias,
fungos, parasitas, ou qualquer tipo de proteina téxica, como as chamadas prions. Dentre as
doencas infecciosas causadas por bactérias, podemos citar a tuberculose e a pneumonia, e as
causadas por virus, o HIV e a influenza. E para as doencas causadas por fungos, temos como
exemplo as micoses. Infec¢gOes parasitdrias sdo causadas por macroparasitas, protozodrios, hel-
mintes, trematoides e cestddeos.

Dentre as doencas infecciosas temos as que sdo contagiosas, ou seja, sdo as doencgas
que podem ser transmitidas de uma pessoa infectada para outra, direta ou indiretamente. Ge-
ralmente, ndo é feito essa distin¢do entre doencas infecciosas e contagiosas. Entretanto, ha
doencas que sdo infecciosas mas ndo sdo contagiosas, como o tétano.

Ha as doencas transmissiveis que podem ser transmitidas de um individuo para o outro
por meio de outros caminhos, como por exemplo, através de instrumentos cirirgicos € trans-
plantes.

A transmissdo de doencas infecciosas podem ocorrer por meio de diversas vias. De

acordo com os meios de transmissao, podemos classificd-las dos seguintes maneiras:
a) Horizontal: quando a transmissao se d4 de uma pessoa para outra € podem ser:

- Contato direto: sdo transmitidas por toque ou contato sexual. Por exemplo, as doencas

sexualmente transmissiveis (DST);

- Contato indireto: sdo transmitidas por troca de objetos infectados, sangue ou qualquer
outro liquido corporal. Nesta modalidade temos a influenza € transmitida por contato

indireto;

- Vias aéreas: sio transmitidas pela inalacdo de goticulas contaminadas presentes no ar.

Podemos citar como exemplo a influenza, variola, sarampo, catapora e tuberculose;
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- Alimentos e dgua contaminados: sio transmitidas pela ingestdo de alimentos e dgua
contaminados. Aqui temos a cdlera que € transmitida por dgua contaminada pela bactéria

Vibrio cholerae, salmonella e gastroenterite sdo transmitidas por alimentos contaminados;

- Por vetores: sdo transmitidas por vetores, os mais comuns sao os artropodes, como
mosquitos e carrapatos, e os moluscos, como caracol. Por exemplo, malaria e dengue sio

doencas infecciosas transmitidas por um vetor;

b) Vertical: ocorre quando a transmissao da doenca se da de mae para filho, pela placenta,

no nascimento, ou no colostro do leite materno.

Quando se constitui contato suficiente para a doenga ser transmitida, isso ird depender de
cada caso especificado. Para as doencas sexualmente transmissiveis, o contato sexual € neces-
sario, enquanto, as doencgas transmitidas por vias aéreas requer um certo grau de proximidade
fisico, sem que haja toque. A modelagem de doencgas transmitidas por vetores requer a inclusao
da dindmica do vetor na dindmica da infec¢do. No ambiente das doencas infecciosas, temos que
sdao modeladas separadamente a dindmica do virus e a transmissao que ocorre no contato entre
o individuo e o elemento patogénico.

O vetor (reservatdrio patogénico) € um nicho ecolégico no qual o patégeno vive e se
reproduz, além disso, desempenha um papel importante na propagacdo. De acordo com cada
reservatdrio, os agentes microbianos sao classificados como humano, animal e ambiental. Os
patégenos humanos circulam na maioria das vezes entre humanos, sendo estes os que desem-
penham o papel na transmissdo da doenca. Os patdgenos animais tem os vertebrados como
reservatorio, e circulam primeiramente entre os animais. Embora, epidemiologicamente, os
patégenos animais podem adaptar-se para infectar humanos por meio de transmissdes animal-
humano. Infec¢des que se espalham de animais vertebrados para humanos sdo chamadas de zo-
onoses. Os patdgenos ambientais multiplicam-se primeiramente no ambiente (principalmente
na dgua e no solo) e espalham-se a partir das populagdes de animais para humanos.

Muitas doencas infecciosas tem mais de uma via de infec¢ao. Por exemplo, o virus HIV
¢ transmitido primeiramente pelo contato sexual, mas pode ser também transmitido por trans-
fusdo de sangue ou compartilhamento de seringas, e ainda pode ser transmitida no nascimento,
de mae para filho. A gripe avidria HSN1 € primeiramente transmitida pelo contato direto com
aves infectadas e raramente de humano para humano. Entretanto, ndo h4 evidéncias significati-

vas que H5N1 pode persistir no ambiente, e as vias de transmissdo no ambiente ganham mais
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evidéncia.

2.1 DEFINICOES BASICAS DA EPIDEMIOLOGIA DE DOENCAS INFECCIOSAS

Existem alguns conceitos relacionados estritamente a Epidemiologia de doengas infec-
ciosas que desempenham um papel importante na constru¢do de modelos mateméticos pela
adicdo de vdrias caracteristicas ao modelo. Alguns conceitos que sdo largamente utilizados

estdo listados abaixo:

a) Individuos suscetiveis: quando um individuo saudéavel é vulnerdvel a contrair uma do-
enca fazendo um contato potencialmente infeccioso, este individuo torna-se suscetivel.
Individuos suscetiveis podem ou ndo desenvolver a doenca, ou seja, s@o nao infecta-
dos. Nos modelos matematicos frequentemente assumimos que os individuos suscetiveis

eventualmente desenvolvem a doencga.;

b) Individuos infectados e infecciosos: se o agente patogénico se estabelecer num indivi-
duo suscetivel, entdo este individuo torna-se infectado. Individuos infectados que podem
transmitir a doenga s@o chamados de infecciosos. Individuos infectados podem ndo ser

infecciosos durante todo o tempo de infectado;

c) Individuos latentes: existem individuos que sdo infectados, mas ainda ndo sdo infecci-
0s0s. O periodo de laténcia € definido como o tempo entre 0 momento da infeccdo e o

mento em que o individuo é capaz de transmitir o agente patogénico para outro;

d) Periodo de Incubacio: é o periodo entre a exposi¢cdo de um agente infeccioso e o apa-
recimento dos sintomas da doenca. Em doencas infecciosas, o periodo de incubacdo é
o tempo necessdrio para o agente infeccioso se multiplicar até o limiar do aparecimento
de sintomas ou evidéncias de infec¢ao. O periodo de incubagdo nao coincide, necessa-
riamente, com o periodo de laténcia. Por exemplo, na influenza, individuos tornam-se

infecciosos aproximadamente um dia antes de apresentarem sintomas de gripe visiveis;

e) Incidéncia: ¢ definido como o nimero de individuos que adoecem durante um intervalo
de tempo especificado (por exemplo, um ano). Em valores percentuais, a incidéncia € a

propor¢ao entre o nimero de individuos que adoecem durante um intervalo de tempo pelo
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total da populagdo. Na maioria, a incidéncia é determinada pelo nimero de casos confir-

mados, que subestima a verdadeira incidéncia, pois sao ignorados os casos suspeitos;

f) Prevaléncia: a prevaléncia de uma doenga é o nimero de pessoas que tém a doenga
em um tempo especificado. Em valores percentuais, a prevaléncia é a proporcao entre o
nimero de pessoas que t€ém a doenga por um tempo especificado pelo tamanho total da

populacio;

g) Proporc¢ao de casos fatais: ¢ dado pela taxa de pessoas que morrem da doenga, em
relacdo aos que a contrairam. Por exemplo, em junho de 2014, 667 pessoas foram diag-
nosticas com H5N1 e 393 dessas pessoas morreram, assim, a proporcao de casos fatais

foi de 0,50;

h) Mortalidade induzida pela doenca: é a proporcao do nimero de pessoas que morreram

da doen¢a em uma unidade de tempo (um ano, por exemplo), pelo total da populacgdo.

2.2 MODELAGEM MATEMATICA

Um modelo matematico, de acordo com Martcheva (2015), é uma descricio de um
sistema usando linguagens e ferramentas matematicas, cujo o processo de desenvolvimento é
chamado de modelagem matemadtica. Iremos nos concentrar na modelagem de doencas infec-
ciosas e seu espalhamento em populagdes, mas a principio, modelagem matemaética pode ser
aplicada para qualquer sistema bioldgico ou fisico. Modelos matemdticos sd@o desenvolvidos
para entender os sistemas, estudar os efeitos dos varios componentes e fazer predicdes sobre
seu comportamento.

O processo de modelagem, descrito na figura ?? necessita de um entendimento do ce-
ndrio bioldgico dentro de um problema matematico. Este processo se inicia com uma clara
descricdo do processo baseado num entendimento cientifico do sistema e a tradugdo para as
equagdes matemadticas podem ser feitas com um objetivo especifico ou uma questdo bioldgica.
Entdo, a descricao verbal do sistema € codificada com equagdes matematicas.

O modelo deve incorporar somente as informagdes que sdo relevantes para o objetivo
especifico ou para a questdo biolégica. Uma vez que o modelo é formulado, pode ser investigado

utilizando as ferramentas matematicas:
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’ Questdo Biologica ‘ ’ Modelo Matematico ‘

l T

’ Experimentos e dados ‘ ’Ajustamento dos dados ‘ ’ Anélise Matemética\

|

’ Estimacgdo dos parametros ‘ — ’ Resultados esperados ‘

Interpretacao biologica ‘ -~

Figura 1 — Esquema realiza¢do de modelos matemaéticos.
Fonte: Martcheva, (2015).

a) As quantidades criticas do modelo que nos dizem como se comportam globalmente as

solucoes;
b) Os dados disponiveis podem ser ajustados ou simulados novos dados,
¢) Estimacdo de parametros do modelo;

d) Conhecer a importancia de cada pardmetro por meio de simulagdes.

Ap6s o modelo ter sido entendido, devemos interpretar os resultados a luz do cendrio
biolégico considerado e buscar as questdes do problema biolégico proposto no inicio. No mi-
nimo, € preciso considerar as perguntas: O que aprendemos sobre o mundo real a partir deste
modelo? Esse € o modelo apropriado a partir das informacgdes que temos sobre o sistema?

Modelos matematicos usualmente consistem de pardmetros e varidveis que estao relaci-
onados. As varidveis sdo as ideias abstratas das propriedades do sistema que sdo quantificadas

ou mensuradas. Os modelos matemadticos podem ser classificados das seguintes maneiras:

a) Linear/nao linear: um modelo serd nao linear se conter dependéncia ndo linear entre as

variaveis, caso contrario, sera linear;

b) Estatico/dinamico: um modelo dinamico € responsavel por mudangas no estado do sis-
tema ao longo do tempo. Enquanto modelos estdticos resultam em quantidades assu-
mindo que ndo se alteram ao longo do tempo. Geralmente, modelos dinAmicos empregam

equagdes diferenciais;
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c¢) Discreto/continuo: modelos discretos tratam o tempo ou o estado do sistema como dis-
cretos. J4 os modelos continuos incorporam o tempo ou o estado do sistema como dina-

micos;

d) Estocastico/deterministico: um modelo deterministico é aquele na qual um conjunto de
estados da varidvel é unicamente determinado pelos parametros do modelo e do estado
inicial das varidveis. Ja o estocdstico € caracterizado por aleatoriedade e os estados das

varidveis sdo descritos por distribuicdes de probabilidade.

Uma das principais ferramentas da modelagem matematica sio as equagdes diferenciais
ordindrias (SOTOMAIOR, 1979). Os modelos matematicos t€m uma grande importancia para
as ciéncias naturais, incluindo a ecologia, epidemiologia e a genética. Eles ajudam a ter mais
entendimento sobre o sistema, organizam e ddo sentido para os dados bioldgicos, obtém a res-
posta para o comportamento, buscam otimizagao e estratégias de intervencao, e fazem predicoes

sobre o sistema.

2.3 DINAMICA POPULACIONAL DE DOENCAS INFECCIOSAS

Para o estudo da dindmica de modelos aplicados para se entender o comportamento e
a dindmica de doencas infecciosas sdo necessarios conhecer pardmetros fundamentais, como a
for¢a de infeccdo de uma doenca e a Razao de Reproducdo Bésica.

A forca de infeccdo indica o grau de contaminacdo no grupo de individuos suscetiveis
pelos agentes infecciosos transmitidos por todos os individuos infectados. J4 a Razdo de Repro-
ducdo Basica (Ry) pode ser interpretada como o nimero de casos secundarios que um individuo
infeccioso pode gerar em uma populacio que estd totalmente suscetivel. Este parametro estd
relacionado com o Teorema do Valor Limiar (DIEKMANN, HEESTERBEEK, METZ, 1990),
que determina a existéncia de uma densidade minima de pessoas na populacdo em estudo que
sdo suscetiveis a uma doenga, e acima da qual € favordavel o surgimento de uma epidemia trans-
mitida diretamente. Essa rela¢do é importante, como € possivel ver em Dietz (1993), pois Ry é
um parametro que nao se estima experimentalmente, pois nenhum pesquisador teria a conduta
de inserir um infectado num grupo de suscetiveis apenas para contar os casos secunddrios. Para
cada doenca epidemioldgica € possivel estabelecer o parametro R, pelo qual pode-se verificar

o desenvolvimento dos infectados, além disso, como a Razdo de Reproducdo Bésica € uma
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grandeza matematica podera ser derivado da Forca de Infeccdo. Sendo assim, o parametro R,

podera assumir os seguintes valores:

a) Ry = 1, tem-se uma condi¢do de equilibrio da doenga;
b) Ry > 1, a doenca espalha-se na populag@o e o nimero de individuos infectados aumenta;

¢) Ry < 1, adoenca tende a desaparecer na populac@o e o nimero de individuos infectados

diminui.

Ry € um parametro adimensional, pois como sua expressdo € uma razao dada por um
Unico caso em casos gerados. Além disso, € um valor médio, e quando ocorre de fato uma
epidemia, este parametro é denominado como Razdo de Reproducdo Efetiva (R).

A Razio de Reproducdo Efetiva () € entendida quando um individuo infectado gera
casos secunddrios em uma populacdo que ndo € totalmente suscetivel, tendo assim, uma epide-
mia. Este novo parametro ¢ dado pelo produto de Ry pela fracdo de individuos suscetiveis no
equilibrio da populagdo z*,

R = R()ZL‘*

no equilibrio endémico a fragdo de individuos suscetiveis no equilibrio € o inverso da razio de
reproducdo basica Ry, ou seja,

R=1=g1"=— 2.1)

entdo R = Ry, se x* = 1.
Para analisar a proporcao de individuos a serem vacinados de maneira que se evite uma
epidemia € preciso deduzir p, considerando como a fracdo da populacao protegida por meio de

vacinagdo, assim,

R = Rox* = Ro(1 — p)

para que a doenca seja controlada, temos

1
R:Ro(l_pc)<1=>pc>1——
Ry

logo, a proporcao critica p. de vacinacao que consiga erradicar a doenca deve estar acima desta

expressao que depende de R,
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2.4 MODELO EPIDEMIOLOGICO SIR

Os modelos compartimentados epidemioldgicos para doengas infecciosas foram pro-
postos inicialmente por Kermack e McKendrik em 1927 (KERMACK, MCKENDRICK, 1927)
e posteriormente por Isea, Lonngren (2013), um modelo conhecido como SIR (Suscetivel -
Infectado - Recuperado).

A obten¢do do modelo epidemiolégico proposto por Kermack e McKendrick dé-se
quando uma doencga espalha-se em uma populacdo, e ela divide-se em classes disjuntas, ini-

cialmente denotadas por:

a) Suscetiveis S(t) é a classe de individuos que sdo sauddveis, mas que podem contrair a

doenca;

a) Infectados /(t) ¢ a classe de individuos infectados pela doenga, que sdo considerados

doentes;

a) Recuperados R(t) é a classe de individuos recuperados e que ndo podem contrair nova-

mente a mesma doenga.

De acordo com Martcheva (2015) e Bassanezi (2006), o nimero de individuos em cada
uma das trés classes mudam em relagdo ao tempo, entdo, S(¢), I(t) e R(t) sao fun¢des depen-
dentes do tempo ¢. O total da populagdo € a soma do nimero de individuos que estdo em cada

uma das classes:

N=25(t)+1(t)+ R(t)

Na formulac¢iao do modelo, € preciso assumir duas pressuposicoes:

a) No modelo de Kermack-McKendrick os individuos infectados também siao considerados

infecciosos;

b) O tamanho total da populacdo permanece constante em relagdo ao tempo.
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Modelos epidemioldgicos consistem de sistemas de equagdes diferenciais ordindrias que
descrevem a dinamica de cada uma das classes. Um dos modelos SIR mais simples envolve a
dindmica dos individuos suscetiveis, infectados e recuperados.

Para se obter as equacdes diferenciais, vamos considerar como as classes mudam ao
longo do tempo. Quando um individuo suscetivel entra em contato com um individuo infec-
tado, este individuo suscetivel torna-se infectado ha uma certa probabilidade e transfere-se da
classe de suscetiveis para a classe de infectados. O numero de individuos suscetiveis decresce
em uma unidade de tempo por causa dos individuos que se tornam infectados durante este
tempo. Nesse mesmo tempo, o nimero de individuos infectados cresce por causa dos novos in-
dividuos infectados que agora estdo nesta classe. Na epidemiologia, o crescimento do nimero
de individuos que se tornam infectados é chamado de incidéncia e a taxa de mudanca da classe

de suscetiveis € denotado por:

S(t) = —incidéncia
Podemos representar a incidéncia considerando os individuos infectados assumindo que:

a) cN é o nimero de contatos por uma unidade de tempo que produzem individuos infec-
tados. Vamos assumir que o nimero de contatos feito por um individuo infeccioso é

proporcional ao tamanho total da populacdo com taxa per capita c;
b) % ¢ a probabilidade de contato com individuo suscetivel,

c) cN % ¢ o numero de contatos com individuos suscetiveis de um individuo infectado por
unidade de tempo. Nem todo contato com individuo suscetivel conduz necessariamente
a transmissao da doenga. Vamos supor que p € a probabilidade de contato com individuo

suscetivel resultando em transmissao;

d) pcS é o nimero de individuos suscetiveis que tornam-se infectados por unidade de tempo

por individuo infectado;

e) BSI é o nimero de individuos que tornam-se infectados por unidade de tempo (incidén-

cia). Tomando 3 = pc.

Se definimos A(t) = (I, entdo o nimero de individuos que tornam-se infectados por

unidade de tempo € igual a \(¢)S. A funcdo A(t) é chamada de forca de infec¢do. O coefici-
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ente J € uma constante de proporcionalidade chamada de taxa de transmissdo. O nimero de
individuos infectados na populagédo (t) é chamado de prevaléncia da doenga.

Existem diferentes tipos de incidéncia, dependendo de como sao feitas as pressuposi¢oes
sobre a for¢a de infeccdo, desse modo, uma delas € a Lei de A¢do de Massas. Com este modo

de incidéncia obtemos a seguinte equacdo diferencial para individuos suscetiveis:

S'(t) = —BIS

A Lei de A¢do de Massas indica que o termo de transmissdo J € uma taxa de contato
entre os individuos suscetiveis e infectados, no qual, os individuos suscetiveis tornam-se infec-
tados e movem-se para a classe /.

Os individuos infectados podem se recuperar ou morrer deixando a classe de infectados
I por uma taxa constante per capita por unidade de tempo «. Entdo «/ € o nimero de individuos

infectados que recuperam-se. Assim,

I'(t)=BIS — ol

Individuos que se recuperam deixam a classe / e movem-se para a classe de recuperados
R. Assim,
R'(t) = al

Desse modo, o modelo inteiro é dado pelo seguinte sistema de equacdes diferenciais

ordinarias:

S'(t) = —pIS
I'ty = BIS—al (2.2)
R(t) = ol

Para o sistema ser bem definido matematicamente € necessério fornecer uma con-
di¢do inicial S(0), 1(0) e R(0). Quando o modelo ¢ formulado, é preciso se preocupar com as
unidades de medida das quantidades envolvidas. Estas unidades também auxiliam quando os
parametros sdo estimados a partir de dados. As unidades de ambos os lados das equacdes do
sistema devem ser as mesmas. Todas as derivadas tem unidade nimero de pessoas por

unidade de tempo, obrigatoriamente, o lado direito das equacdes devem ter a mesma unidade.
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Da primeira equagdo, temos que / e S tem a unidade nimero de pessoas. A unidade de 3 deve
ser 1/[nimero de pessoas x unidade de tempo]. Sendo 5 = pc e p uma probabilidade, que nao
possui unidade e a unidade de c deve ser 1/[numero de pessoas x unidade de tempo]. Assim,
a taxa de contato c/N tem unidade 1/unidade de tempo, equivalentemente, da segunda equagao,
temos que « tem unidade 1/ unidade de tempo, entdo o nimero ./ tem como unidade o nimero
de pessoas/unidade de tempo.

Um modelo de equagdes diferenciais ordindrias como no sistema (2.2)) € bem definido
através de um ponto (condicao inicial), no qual existe uma tnica solugdo, segundo (??). Mo-
delos de equagdes diferenciais devem ser bem definidos para serem aceitos matematicamente e
possuirem significado biologico. Por causa de varidveis dependentes denotamos por quantida-
des fisicas, para a maioria dos modelos em Biologia e Epidemiologia que as solu¢cdes comecem
a partir de uma solucdo inicial positiva positivas (ou, ndo negativa), € que permanecam positivas
(ou, ndo negativas) por todo o tempo.

Iremos denotar por N o total da populagdo no tempo zero N = S(0) + I(0) + R(0).
Somando as trés equagdes do sistema obteremos N'(t) = S(t) + I(t) + R(t) = 0. As-
sim, N'(t) é constante e igual ao seu valor inicial. Esse modelo é chamado de SIR ou sistema
SIR, porque cada letra refere-se a um compartimento no qual o individuo reside. Os sistemas
compartimentados sdo exemplos de modelos matemdticos muito utilizados para estudos de do-
encas epidemiologicas (MARTCHEVA, 2015). Sao esquematizados por diagramas geralmente
chamados por fluxograma. Cada compartimento é um fluxograma representado por uma caixa
com a respectiva letra. As setas indicam a dire¢do do movimento de individuos entre as classes.
As setas de movimento sdo tipicamente rotuladas pelas taxas de transi¢do, como mostram na

Figura 2.

——[1]—~[R]
Figura 2 — Fluxograma do modelo epidémiolégico SIR Kermack-McKendrick.
Fonte: Kermack e Mckendrick, (1927).

2.4.1 O modelo SIR com Demografia

Agora vamos incorporar demografias no modelo epidemiolégico SIR, para isto assumi-

mos que os individuos nascem suscetiveis, e que A € o nimero total de nascimentos. Individuos
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de cada classe morrem a uma taxa per capita de mortalidade 1, entdo a taxa de mortalidade total
na classe de suscetiveis S é u.5, enquanto para a classe de infectados / € u/ e para a classe de

recuperados R € 2. O modelo epidemioldgico SIR com demografia € dado por:

S'(t) = A—pBIS—puS
I't) = BIS—al —pl (2.3)
R(t) = ol —uR

Cuja a forca de infec¢@o dada por: A(t) = 51

Vamos adicionar as trés equacdes para obter o total da populagdo. O modelo para o total
da populagdo é N'(t) = A— uN, quando N = S+ I+ R. O total da populagio ndo é constante,
mas € assintoticamente constante, desde que N (¢) — %, quando ¢ — oo.

No processo de estimacao da Razdo de Reproducdo Basica R na fase inicial da doenga
para o modelo considere que ha poucos individuos infectados na populagéo, logo, S(t) ~
N. Assim,

/ Np
.7(15)<O:I(5N—o¢—,u)<0=>OHFIu

N
A partir da Equacgao |i temos que Ry = P .
o+ i

<1

I'lt)<0= Ry <1

De maneira andloga, temos que

I'(t) >0= Ry >1

Quando a populacdo nio é constante e a incidéncia € proporcional ao produto de S e
1, vamos dizer que a incidéncia é dada pelo principio de acao de massas. Isto € andlogo aos
termos de um modelo de cinética quimica, (MARTCHEVA, 2015), no qual, os elementos qui-
micos reagem por se chocarem aleatoriamente uns com os outros. Por esta razao, esta incidéncia

¢ chamada de incidéncia de acao de massas.

BS1 = incidéncia de acao de massas

Um outro tipo de incidéncia usada em modelos epidemioldgicos € a incidéncia padro-
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nizada. E equivalente a incidéncia de acdo de massas, porém, é normalizada pelo total da

populacdo. Em particular,

s
N

= incidéncia padronizada

A incidéncia de a¢do de massas e a incidéncia padrao coincidem quando o tamanho to-
tal da populagdo € constante, mas diferem quando o tamanho total da populacdo € varidvel. A
incidéncia de acdo de massas € usada para doengas nas quais o nimero de contatos relevantes
aumenta quando o tamanho da populacdao aumenta também. Por exemplo, influenza e SARS,
o contato delas aumentam quando o tamanho da populagdo aumenta. Incidéncia padronizada é
usada para doencas, quando a taxa de contato pode ndo aumentar indefinidamente ou é sempre
limitada se o tamanho da populacdo aumenta. Esse € o caso de doengas sexualmente transmis-
siveis, onde o nimero de contatos podem ndo aumentar indefinidamente.

Incluindo a taxa de vacinagao v, temos que o nimero S de individuos suscetiveis vaci-

nados ganham imunidade a doenca e sdo retirados da classe de Suscetiveis S para a classe dos

recuperados R, como apresentado no sistema (2.4)).

S'(t) = A—BIS—(u+v)S
I'ty = BIS—al —ul (2.4)
R(t) = vS+al —puR

em que a forga de infecgdo dada por: A(t) = B1.
O fluxograma do modelo SIR com demografia incluindo uma taxa de vacinacao € apre-

sentado na Figura 3.

|
-2 1[s]

BSI vS

& ..
I @
al uR

Figura 3 — Modelo epidemioldgico compartimentado SIR com taxa de vacinagdo.
Fonte: Martcheva, (2015).
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2.5 MODELO EPIDEMIOLOGICO SIR-SI PARA A DENGUE

Nesta secao vamos fazer uma aplicacdo da teoria desenvolvida na se¢do anterior em um
modelo SIR-SI para a transmissdo do virus da Dengue com derivadas de ordem Fraciondria.
A Dengue tem sido estudada em trabalhos como Esteva e Vargas (1998,1999) e, Deroucich
e Boutayeb (2006), principalmente no que diz respeito a dindmica de infeccdo, pois se trata
de uma infeccdo viral causada por quatro sorotipos de virus e transmitida indiretamente pela
picada da fémea do mosquito Aedes Aegypti. Pode ser considerada uma endemia que tem sido
muito comum em regides tropicais e subtropicais do planeta. Além disso, as manifestacoes
desta doenga podem variar de casos assintomaticos, passando por febres, erupcdes cutaneas, e
hemorragias, podendo até causar a morte em casos mais graves.

O modelo matemadtico utilizado para descrever a dindmica da epidemia de dengue esta
disponivel em Diethelm (2013) e € baseado na decomposi¢do da populagdo humana em trés
compartimentos disjuntos (suscetivel, infectado e recuperado), enquanto que a populacdo de
mosquitos fémeas € somente dividido em dois compartimentos, também disjuntos, (suscetivel

e infectado). Os compartimentos foram denotados por:
a) IV, € o total da populagdao de humanos;
b) S}, é o total de humanos suscetiveis;
c) I € o total de humanos infectados;
d) Rj € o total de humanos recuperados;
e) N, é o total da populacdo de mosquitos;
f) S, € o total de mosquitos fémeas suscetiveis;
g) I, é o total de mosquitos fémeas infectados.

emque N, = S, + I, + Ry, N, = S, + I, e, com os totais da populacdo constantes, m €
o ndmero de hospedeiros alternativos (animais domésticos, por exemplo) que também servem
de fontes de sangue, uy, 4, sd0 as taxas de natalidade e mortalidade per capita de humanos
e vetores, respectivamente, de maneira que ambas as populagdes permanecam constantes, -y

¢ a taxa de recuperacdo, b é a taxa de picadas do mosquito, 3, € a taxa de contato do vetor
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infectado para o hospedeiro suscetivel, e 3, € a taxa de contato do hospedeiro infectado para o

vetor suscetivel.

Podemos descrever a dinamica da doenca pelo seguinte sistema de equagdes diferenciais

ordinaria ndo linear:

b
S}IL = ,LLhNh - 6h Sh[v - ,uhSha

N +m
I, = fomshfv—(umw)fh,
R, = ~I— pnRy, (2.5)
S, = Vo= S = S, €
b
\ I, = Nf+m5vfh—ﬂufv-

O fluxograma do modelo SIR da dengue apresentado na figura (4).

T}thh T#hlh T/thRh
Bpb

pr N Np+m Y,
5

‘:U‘USU ‘,U‘UI’U

Bvb Suln

,u,N Np+m
—

Figura 4 — Fluxograma para infec¢do de dengue.

!

Fonte: Diethelm, (2013)

O ntumero de reproducgio é dado por

bQBthNth

Ry = )
O N+ m) (o + ),

Entdo, a Razao de Reproducio Bésica %, sera

B — bzﬁhﬁthNv
" (N +m)? (g +m) gy

Todos os parametros apresentados sdo ndao-negativos. Usando a teoria cldssica de equa-
coes diferenciais ordindrias, € possivel provar que o sistema acima € bem definido dada uma
condi¢do inicial, ou seja, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade para Equacdes Diferenciais

Ordinarias (SOTOMAIOR, 1979), existe uma unica solu¢do que depende continuamente € pas-
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sando por cada dado inicial em R?, entdo as solugdes (S, (t), [n(t), Ru(t), Sy(t), I,(t)) estdo

definidas para todo ¢ > 0 e permanecem numa vizinhanga de R?.
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3 CALCULO FRACIONARIO

O conceito de cdlculo fracionario surgiu a partir de uma questdo proposta no ano de
1695 pelo Marqués de L' Hopital. Em uma carta datada de 30 de setembro de 1695, ele ques-
tiona Leibniz sobre a derivada de ordem 1/2 de uma fung@o. A partir daf, muitos matematicos
propuseram varias definicOes para a integral e para a derivada de ordem ndo inteira.

Em 1969, Caputo em seu livro Elasticit‘a e Dissipazione (CAPUTO, 1969), propds uma
definicdo para a derivada de ordem fraciondria, com a qual resolveu problemas de viscoelas-
ticidade. Pouco tempo depois, algumas interpretacdes fisicas e geométricas para a derivada
e a integral fraciondrias foram apresentadas, dentre elas destacamos Podlubny (PODLUBNY,
2002) que apresenta interpretacdes fisicas e geométricas para integrais e derivadas de ordem
arbitraria para casos particulares e Lorenzo e Hartley, (LORENZO E HARTLEY, 1998), que
em 1988, apresentaram uma interpretacdo geométrica para a derivada fraciondria.

Até o final do século XX, o cédlculo de ordem arbitraria era visto apenas como uma teoria
matemadtica sem muitas aplicagdes, mas houve uma expansao do uso dessa teoria na modelagem
de problemas reais em varios ramos da ciéncia, desde a fisica da difusdo a controle de sistemas,
financas e economia (MACHADO, 2003). Em epidemiologia € possivel encontrar intimeras
aplicagdes, dentre elas podemos destacar o trabalho de Diethelm, (2013), que propde um mo-
delo de ordem fraciondria para a Dengue e de Gonzélez-Parra, (2008), no qual, o autor escreve
um modelo fraciondrio para a dindmica da Influenza (HIN1) e por meio de simula¢cdo numérica,
concluiu que o modelo de ordem fraciondria se ajusta melhor a um conjunto de dados reais se
comparado ao modelo de equagdes diferenciais ordindrias. Além dessas situacdes, é possivel
encontrar aplicacdes em outras dreas, como processos estocasticos, ciéncias e engenharia.

Além dessas aplicacdes, quando se tem o interesse em introduzir o efeito de memoria
no sistema, as fun¢des de ordem ndo inteira sdo um instrumento poderoso para a descri¢dao
de propriedades de memoria e hereditdrias de diferentes substancias e até mesmo na memdoria
com respeito ao aprendizado repetido (MAOLIN, ZAIHUA, HAIYAN, 2013). Esta é a maior
vantagem dos modelos de ordem fraciondria em comparacio aos de ordem inteira, nos quais,
tais efeitos sdo negligenciados (PODLUBNY, 1999). A viscoelasticidade € o campo onde se
concentra a sua maior aplicacdo, isso devido ao seu fendmeno de tratar de efeitos de memoria
(MACHADO, 2003; MAOLIN, ZAIHUA, HAIYAN, 2013; MCCALLEMAIL, DAVID, 2002).

As publicagdes tém se concentrado em processamento de sinais, modelagem e controle.
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A aplicacdo das técnicas do Célculo Fraciondrio tem permitido generalizacdes e importantes
resultados em diversas dreas do conhecimento, tais como, finangas, processos estocdsticos e
em diversas dreas dentro das ci€ncias aplicadas e engenharia (LORENZO, HARTLEY, 1998),
(DIETHELM 2013) e (CHANPIN, YUTIAN, 2013). Além disso, ¢ uma importante ferramenta
para refinar a descri¢do de fendmenos naturais, em particular aqueles que possuem dependéncia
temporal.

Assim como a resolu¢do de uma equacdo diferencial ordindria com coeficientes cons-
tantes tem sua solucao dada, em muitos casos, em termos da fungcdo exponencial, uma equagao
diferencial de ordem nao inteira tem, em diversos casos, a solu¢do dada em termos da funcado
de Mittag-Leffler (CAMARGO, OLIVEIRA, 2015). Com isso, ao entender a forma que a fun-
cdo de Mittag-Leffler generaliza a fungcdo exponencial estamos, de certa forma, compreendendo
o porque de, em alguns casos, uma equacdo diferencial de ordem nao-inteira fornecer uma
descri¢do mais refinada de um dado fendmeno do que a respectiva equagdo de ordem inteira
(DEMIRCI, OZALP, 2012).

Nesta secdo alguns conceitos vélidos para o calculo fraciondrio. Os tdpicos aqui apre-

sentados sdo fundamentais para o desenvolvimento da préxima secao.
3.1 CONCEITOS PRELIMINARES

Inicialmente serdo introduzidas as defini¢des de Fungdo Gama e Func¢do Beta. A Funcdo
Gama serd utilizada para definir as integrais e derivadas de ordem ndo inteira e a funcdo beta

para outras identidades envolvendo a primeira fungao.

Definicao 3.1 A Func¢do Gama € a integral imprépria definida para ¢ > 0 dada por

F(q):/ e "9 .
0

Como a Fun¢do Gama € dada por uma integral imprépria e para que seja convergente
fica implicito que ¢ > 0.
A Funcao Gama possui algumas propriedades uteis para o calculo fracionario, dentre as

quais podemos destacar

Propriedade 3.1 Para a Funcdo Gama sdo validas as afirmagdes:
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a) I'(q+1) = ql'(q);
b) I(1) = 11;
¢) I'(n+1) =nl, paran € N.

Definicao 3.2 A funcio Beta é definida como

1
B(g.p) = / 2171 — )" d,
0
parag > 0ep > 0.
O teorema seguinte relaciona as duas funcoes.

Teorema 3.1 As funcdes Beta e Gama se relacionam por meio da identidade

L(q)L'(p)

B(g.p) = Tatp)

Demonstracao: Considere o seguinte produto de fun¢des gama:

F(q)F(p):/ ettqldt/ e “uPdu, 3.1)
0 0

Se t = 2% entdo, dt = 2xdr e do mesmo modo, fazendo u = y? temos que du = 2ydy.

Substituindo na Equacdo (3.1), segue que

0 0
= 4/00 /OO e‘w2_y2x2q_1y2p_1d:z:dy
0 0

= 4lim/ / e*w27y2x2q*1y2p*1dxdy.
r—00 0 0

Sejam R = {(z,y) : 7 > 0,0 <y < r}e, By e By sdo os primeiros quadrantes dos cir-
culos inscritos e circunscritos, respectivamente aos quadrados

—rﬁazgre—rgygr.OraiodeBléreodeBQér\/?,entéo

/ | s ey < / /R f(xy)dady < / [ sy 3.2)
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em que [ [, f(z.y)dzdy = T'(q)T(p). Por coordenadas polares temos que z = pcos(0), y =

( v | _
8(p9)

psen(f), dai

2 z
/ f(zy)dedy = 4 lim / T e (Peosorisen’) (50050)27 (psend) ™" pdpdd
B>

T—00 0
W e
= 4lim e 7 pP " Ldp / (cos6)20~Y (send)?~1do),
r—00 0 0

Seja

Jus

A= /2 (cos0)?7 1 (send)*1df
0

Fazendo w = co0s?0 e dw = —2cosfsenfdl, mais ainda, sen?0 = 1 — cosf e alterando os

limites de integracdo pela substitui¢io, temos que

V2 2 rv2 2 2,0
C _/ e P p2(q+p)—1dp _/ e~ P p2(q+p—1)7dp
0 0

Fazendo v = p? e dv = 2pdp e alterando os limites de integracio pela substitui¢do, temos que

1 272
C = —/ e VplatP) =1y,
2 Jo

Aplicando o limite, temos

1 2r2
lim = e et gy =

1 [ 1
- Q+P ld — T ]
r—oo 2 [y 2/0 ¢ v 2 <q+p)

Desse modo, pela Equagao (3.2))
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L(g)T(p) = 4lim/ / e~ (@) 201y 201 g gy
o Jo
< 4lim// e*(’”2+y2)x2q*1y2p*1d$dy
B>
1

— 4 (%F(q +p)) <§B(q,p))

= T'(¢+p)B(q.p)
Portanto,
L(q)T'(p) < T'(q+p)B(g:p)- (3.3)

Considerando [ [ B, f(z,y)dzdy, e com um raciocinio andlogo ao anterior concluimos

que

[(g)T(p) > T'(q + p)B(g,p)- (3.4)

Logo, das Desigualdades (3.3) ¢ (3.4)), segue que

L(q+p)B(gp) <T(¢T'(p) <T(q+p)Blg.p).

Pelo Teorema do Confronto, concluimos que

3.2 TRANSFORMADA DE LAPLACE

A Transformada de Laplace é uma importante ferramenta matematica para resolugcdo de
problemas fisicos que envolvem equagdes diferenciais, principalmente nas Engenharias (BOYCE,
DIPRIMA, 2006), pois permite a obten¢cdo de uma solugdo através de uma equacao algébrica.
Desse modo, sera relevante para a resoluciao de equagdes envolvendo derivadas e integrais fra-

cionarias.
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Definicdo 3.3 Seja f(¢) uma fungio definida no intervalo 0 < ¢ < oo. A Transformada de
Laplace de f(t) denotada por F'(s) ou .Z [f(t)] € a integral

F(s) = 2 [f(t)] = / et gt

na qual s é o pardmetro da transformada, tal que Re(s) > 0.
A seguir estdo apresentadas algumas propriedades uteis da Transformada de Laplace.

As demonstragdes sao imediatas e podem ser encontradas em (BOYCE, DIPRIMA, 2006)).

Propriedade 3.2 Sejam .Z[f] = F(s) e L]g] = G(s) as Transformadas de Laplace das fun-

coes f e g. Sdo validas as afirmacdes:
a) Zlaf +bg) = aF(s) + bG(s),

b) ZLe”f(t)] = F(s — a), para s > a.

&) LI f(1)] = (1) Fls).

Definicao 3.4 Uma funcao real é de ordem exponencial v € R, se existirem M e ', constantes
reais positivas, tais que,

IO < Me,

para todo M > T

Definicao 3.5 Uma funcdo [ € seccionalmente continua em um intervalo
a < t < b se o intervalo puder ser particionado em um ndmero finito de pontos

a=ty <ty <ty<---<t,=0b,de modo que:
a) f € continua em cada subintervalo aberto t; | <t < t;,

b) f tende a um limite finito quando ¢ tende, de dentro de cada um desses subintervalos, a

um dos extremos.

Propriedade 3.3 Se f e f’ sdo integraveis em [0,b], para todo b > 0, e se f for também de

ordem exponencial, entdo existe

ZLf'(t)] = sZL[f(1)] - £(0).
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Em geral, a transformada de Laplace do produto de duas funcdes ndao é o produto das
transformadas das fungdes, porém a seguir serd introduzido o conceito de produto de convo-
lucdo que € um produto conveniente para que a proxima propriedade seja valida, ou seja, a
transformada de Laplace do produto de convolucdo € igual ao produto das transformadas. Essa

operacdo entre funcodes serd importante no cdlculo de transformadas inversas.

Defini¢do 3.6 Sejam f, g : [0,00) — R duas fun¢des de ordem exponencial g e p, com trans-
formadas de Laplace F'(s) e G(s), respectivamente, no intervalo [0,00). Define-se o produto de

convolugdo de f(t) por g(t), denotada por (f * g)(t), como

(f*g)(t) = /Ot ft —y)g(y)dy = /Ot fy)g(t —y)dy.

Propriedade 3.4 Sejam f,g : [0,00) — R, tais que existam as transformadas de Laplace de f

e g, Z|f] e Z|g], respectivamente, entdo, Z[(f * g)(t)] = Z|[f]-ZL]g].
A demonstracdo pode ser encontrada em (BOYCE, DIPRIMA, 2006).
Propriedade 3.5 O produto de convolucido € associativo.

Demonstracao: Sejam f,g,h fungdes de ordem exponencial. Assim, queremos mostrar que

((fxg)xh)(t) = (f * (g% h))(?)

Entao,

(Fra)smie) = [ (7o)t =)
= /o/o_s f(t —s—x)g(x)dzh(s)ds

Fazendo a substituicdo: x = u — s, e pelo Teorema de Fubini, temos
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(f %)+ B)(t) — /Ot/:f(t—u)g(u—s)h(s)duds
_ /Ot/ouf(t—u)g(u—s)h(s)dsdu
= [ s=w [ otu= p(s)isd

_ / £t = w)(g * h)(u)du
= (Fr(gem)@).

3.3 INTEGRAL FRACIONARIA

Inicialmente sera feita a formalizacdo da integral fracionéria segundo Riemann-Liouville.
Em seguida, a definicdo de derivada fraciondria serd feita a partir das ideias de Riemann-
Liouville e depois a de Caputo. Ambas as derivadas necessitam da defini¢cdo de integral fra-
ciondria para a formulagdo e, por esse motivo € necessario primeiro a definicdo de integral
fraciondria e depois a de derivada fraciondria. Os resultados a seguir foram baseados de (CA-
MARGQO, OLIVEIRA, 2015).

A seguir a motivagado para a definicdo de integral fraciondria.

Definicdo 3.7 Seja f : [0,00) — C uma fung@o continua por partes no intervalo [0,00) e in-

tegravel em todo subintervalo de [0,00). Denotamos por J f(t) o operador integral da seguinte

/f

desse modo, também temos que JOf(t) = f(t) e JEf(t) = (JJ...J)f(t).

maneira

Observe que pelo Teorema de Fubini (BOUCHARA, 1999), temos
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i) = (010
_ /O Tf(s)ds
- /0 /Osf<£>d§ds
_ /0 /;f(f)dsdf
- /Otf(@/;dsdf

- /0 F(6)[s]de
_ /Otf@)(t—&)d&.

Agora,

Iy = I,
_ / J2f(s)ds,

- /0 | 16 - acas
_ /0 /;f(é)(s—é)dsdé
- /Otf(f) /;(S—E)dsdé
- [ {(S;@Lds

. Ot ro S e

Fazendo esse processo recursivamente, obtemos
t (t . S)TL—].
JUf(t) = —_— ds.
o) = [ s
Como ja visto I'(n) = (n — 1)!, paran € Z™, segue

T () = ﬁ /O (t— 5)""Lf(s)ds. (3.5)
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A Equagido (3.5) continua bem definida para ¢ > 1. O que motiva a seguinte defini¢do:

Definicdo 3.8 Sejam ¢ € C com Re(q) > 0 e f uma fungdo continua por partes em [0,00)
e integravel em qualquer subintervalo de [0,00). Entdo para t > 0 a integral fraciondria de

Riemann-Liouville de ordem ¢ € dada por

JUF() = ﬁ /0 (t— 5)7 f(s)ds. (3.6)

Observacio 3.1 Definimos % como sendo a classe das fungdes que satisfazem a Defini¢ao

Para mais informacdes veja (CAMARGO, 2015).

Exemplo 3.1 De acordo com a Defini¢ao € possivel calcular a integral de ordem arbitraria

q,de f(t) =t!,com > —1.

De fato, seja

1 t
Jih = m/o (t — s)7 ' s'ds.

o s
Fazendo a substituicdo u = T obtemos

Jith = %/ (t — ut)? " (ut) tdu
q)
_ 1 / q L g,
I'(q)
= _Fl / )it ulttdu
— / l+1) 1du.

Tomando pela Defini¢do [3.2] temos que

1
B(g,l+1) = / (1 —u)? D1y
0

Logo,
q+l

Ja =
['(q)

B(q,l +1).
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Usando o Teorema [3.1] temos que

t T(g)T(1+ 1)
I'(q) T(g+1+1)
tH (14 1)
L(g+1+1)

Jit =

Proposicio 3.1 Seja a fungdo de Gel’fand-Shilov dada por ©,(t) = %, parat > 0. Entdo
(©q x f)(t) = JIf(2).

Demonstracdo: Pela Defini¢io [3.7]e pela Definicéo [3.6/ de produto convolugéo, temos que

(% () = / By(t — 5)f(s)ds
B Pt —s)r ! s
B /0 L(q) fs)d

1

= m/o (t—98)T" f(s)ds.

Portanto,

(Pq * f)(t) = JUf(2).
Teorema 3.2 Sejam ¢, p > 0 temos que J?JP = J9P, e mais ainda J?.J? = JP J.

Demonstracao: Vamos mostrar que

Dy (t) * Dp(t) = Pypp(t).

Usando as fungdes auxiliares: ®,(t) = & ; e d,(t) = t;'(;;, obtemos

D,(t) + Dy(t) = / Byt — 9)@,(7)dy

[Tyt
- / Mg )™

Fazendo a substituigdo v = ¥, temos que

D, (t) x Dy(t) = /0 L _F?;))q .(?();) tdu

tat+p—1

- Trey J, 4w
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Tomando z = 1 — u, temos que

tatp—1

B(0)+ By(1) = s [0t (1= 0y (o

thrp*l

Dy (t) * Dp(t) = ) /01 2071 — z)P L. 3.7)

I'(q)l(p
Multiplicando e dividindo a Equagido (3.7) por I'(¢ + p)

P10 (g + p)
D(g)T(p)T(q+p

Dy (t) * Dp(t) = ] /01 2971 — )P da. (3.8)

O integrando da Equac@o (3.8) é a funcdo B(q,p), assim,

t7 P10 (q + p)

Dy (t) * p(t) = L'(¢)T'(p)T(q + p)

B(q,p).

Usando o Teorema[3.1]

tP7 10 (g +p) T(q)T(p)
D(q)T(p)L(q+p) (g +p)

D, (t) * Dy(t) =

Entao,
tq+p71
Logo,
D, % Dp(t) = Pyyp(t). (3.9
Pela Proposicdo [3.1] temos
(J2f)(E) = (Pq + (D). (3.10)

Das Equagdes (3.10), (3.9) e da Propriedade[3.3] associativa da convolugio, obtemos

(JIIP)(t) = Pg(t) = JPf(2)
= (1) * [®y(t) * f(1)],
Dy () * f(1).
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Portanto,

(JEIPF)(E) = (JTPL)(E).

A comutatividade é imediata.
3.4 DERIVADAS FRACIONARIAS

A seguir apresentaremos a definicao de derivada fraciondria segundo Riemann-Liouville
e segundo Caputo.

A defini¢do de derivada de ordem fraciondria de Riemann-Liouville é consequéncia di-
reta do Teorema Fundamental do Célculo. Sabemos desse Teorema que se f : [0,b] — R é uma

fun¢do continua e se F : [0,b] — R é a fungdo definida por

F(a) = / " pnt,

entdo F' é diferencidvel e F' = f.
t
Usando a notagdo de integral fraciondria para (Jf)(t) = / f(s)ds e a notagdo
0
(Df)(t) = f'(t) para o operador Derivada, temos pelo Teorema Fundamental do Cdlculo que

(DJf)(t) = f(t). De forma geral, é ficil ver por indugdo finita que para todo m € N a relagdo
(D™ T f)(E) = f(t), (3.11)

é verdadeira, em que D™ f = (DD...D)f é a composi¢do m vezes do operador D ou derivada
de ordem m de f.
Assim, considerando que vale para algum m = k e provando que vale param = k + 1

temos, para todo ¢ € [0,b] que

(DMHTEE)(E) = (D*DJJEf)(t)
= (D" JEf)(8)
= ().

Vale lembrar que o operador Derivada satisfaz a lei dos expoentes D" D" f = D™*" f.

Sejam n € N e m o menor inteiro maior que n e f : [0,b] — R é uma fun¢do continua



que admite derivadas até ordem n, usando a Equagdo (3.11)) temos

D f(E) = £,

Por outro lado, aplicando o operador D" em ambos os lados

D" = D (),
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como a integral fraciondria pode ser definida para nimeros ndo inteiros ¢ > 0, trocando n por

¢ na expressdo acima obtemos

DIf(t) = DTS (1),

Portanto, a discussdo anterior motiva a seguinte defini¢ao formal.

Definicao 3.9 Sejam ¢ > 0 e n o menor inteiro maior que ¢, assim a derivada fraciondria de

Riemann-Liouville de ordem ¢ da fun¢do f € dada por

1 t f(”)(s)ds n—1<qg<n
) ] ( q )
0

I'(n—q t — S)q+1fn’

"Df(t) =

ST, se q=n

Exemplo 3.2 A derivada de ordem ¢ segundo Riemann-Liouville de f(t) = t! com > —1e

1406
LU+D) .

_ 0T g
I'(l—qg+1)

mDf(r) =

Com efeito, sabemos que a integral fraciondria de ¢! de ordem ¢ é

Jitt = ARG
I'(g+1+1)
Desse modo,
Pk ()

'n—q+1+1)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Se ao aplicar o operador derivada de ordem n, pela Definicao teremos aplicado o operador

derivada de Riemann-Liouville de ordem ¢, ou seja,

I'(+1)
Fn—q+1+1)

RDIf(t) = e,

(3.15)
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Analisando D"[t"~9*!] separadamente, para se obter as derivadas sucessivas até n, ou seja,

D[tn—q-i-l] — (n —q + l)tn—q+l—1

Dt = (n—q+1)(n—q+1—1)nati=2

DMt = (n—q+D)n—q+l—1)(n—q+1—2)t" 73
DT = (n—q+Dn—qH+l—1(n—q+1—2)

. (n —q+ I — (n . 2))tn—q+l—(n—1)

n—q+0n—q+l—1n—-—qg+1—2)---(1—q+2)t 7

(
D't = (n—q+)n—q+l—-1)n—q+l—-2)---(I—q+2)
(n—q+1—(n—1)atm
(

n—q+n—q+l—1)n—-—q+1—2)---(1—q+2)(1—q+ 1)t

Dessa forma, substituindo em (3.15) e usando a Propriedade (3.1), temos que

Fl+1)[(n—g+)n—g+l—=1n—qg+1—2)---(—qg+2)(I—q+1)t")

Rpyad _
b= Pn—q+1+1)
T+ [(n—gq+D)n—g+l-1)(n—q+1—2)---(I—q+2)(I — g+ 1)t"1]
B m—qg+0)T(n—q+1)
T+ [(n—q+l-1)n—q+1-2)--(I—q+2)(1 —q+1)t" 1]
B I'(n—q+1)
R pa Fi+1)[(n—qg+l-1n—qg+1—=2)--(I—q+2)(l—q+ 1)t

(n—q+1-D(n—q+1-1)
Pl+1)[(n—q+1-2)--(I—q+2)(—q+ 1)t
'n—qg+1-1)

Fazendo esse processo sucessivamente n vezes, obtemos

T+ 1)

RDqtlI
I'l—q+1)

th-a, (3.16)

O préximo teorema refere-se ao comportamento da composi¢do a direita e a esquerda entre a

derivada e a integral de Riemann-Liouville.



Teorema 3.3

(DI f)(2)
(J)(D1)f)(1)

Demonstracao: Temos que

RpaJof(t)

Por outro lado, notemos que

(JH(DOf(t) =
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f(@t)
=k pmFk ym=a ().

qu_k;+

m
k=1

D™ f () = DI () = f(2).

DJ(J)("D")f(t)

[ Jq“)(RDq) f )}

(J
(

% {ﬁ /0 (t — 5)D™ ] f(s)ds} .

D
d
d

Integrando sucessivamente por partes na varidvel s, temos que:

1 t qHym ym—q s)ds =
i, (s -
=L ¢! ! Lyt — )DL (5)d
T I(g+1) [(t =) f()}o—m/o —q(t —s) f(s)ds
L apmet e [ L
_I‘(q—i—l)[ D" T f(O)}JrF(q)q/O(t I LD f (5)d
1

= [—t1D™ LT f(0)]

T+ (= syt p(s)!

I'(g+1) I'(q)
_ﬁ /Ot —(q = 1)(t = s) D" f (s)ds
_ F(qi 5 [0 (0] + ﬁ [—te D2 £ (0)
e AR 0
_ F(ql—i— 3 [—t1D™ =11 f(0)] + ﬁ [t D™ 2™ f(0)]

1

" >/o<t—s>q D2 f(s)ds

Ig—1
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T <q1+ 0 [t D™ 1T f(0)] + ﬁ [t D™ 2™ f(0)]
+ﬁ (492 Dm 3 i (0] 4 -

1 _a—(m—1) ym—q 1 : — )™ JIM (N s
oy T O gy ) @
- ; INOE (1/<: —2)) I pm T )
+F(q — (}n — ) /0 (t— )" Jm9f(s)ds
==y e (1/<; 3 [t B Dk g f(0)] 4 T ()

Y x L[ Dk e ()] 4 £

Portanto,

(JOHEDDf(t) = D[(J*H)(DY)f(1)]

Sl

[_ 2, (1k: gy [T O]+ 1)

. —k+1 —k mym—k ym—q
B f(t)_z(q—k(inr(g—)kﬂ) DRI (0)

A primeira defini¢do de derivada fraciondria foi a de Riemann-Liouville, mas somente
com a Defini¢do de Caputo algumas aplicacdes praticas foram possiveis. Para mais informacdes

veja (CAPUTO, 1992) e (GORENFLO, MAINARDI, 1997).

Definicdo 3.10 Seja Re(q) > 0, e n 0 menor inteiro maior que ¢. Desse modo, a derivada de

ordem ¢ segundo Caputo é definida por
CDIf(t) = J"TUD" f(t)).

Com excec¢do do indice inferior, o indice superior da integral da defini¢do tem o mesmo sig-

nificado que na derivada fraciondria segundo Riemann-Liouville e para ¢ = n € N definimos
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“D? = D" ou seja

! " _SM(s)ds n—1<gqg<n
)t( q I

I'(n—q t — S)q—l—l—n’

f( )7 se g =n.

D) =
dtn

Observacao 3.2 Note que a defini¢do de derivada fraciondria segundo Caputo € mais restritiva
que a defini¢do de Riemann-Liouville, uma vez que requer a integrabilidade da derivada de
ordem n da fungdo. Sempre que utilizarmos o operador D seré considerado que esta hipStese

¢ satisfeita.

Exemplo 3.3 A derivada de ordem ¢ segundo Caputo de f(t) =t com! > —1el #0¢

i+ .,
Pl—q+1)

Com efeito, temos que

CDqtl Jna [Dn j|

Analisando D"t separadamente, temos

D = (1= —=2)--(I—n+1)t"
_ Ty
O T(-n+1)

Assim,

CDqtl = Jnd { P(l + ]') tl—n:|
r )

(l—n+1
P(l+ ]') n—q [+—n
R ETET

Li+1) I'l—n+1),,
'l—n+1)Tl—qg+1)

Lema 3.1 E vilida a seguinte relagdo:

J D" f(t) Z D*f(
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Demonstracao: Usando o Principio da Induc¢do Finita, temos, paran = 1:

JDf(t) = i Df(s)ds
= ()~ 1)

= =Y DO
k=0

JUDTf(t) = f(t) - Dkf(O)H-

Dai, vamos provar que a proposi¢ao € verdadeira para n = m + 1, logo

JDTEL(E) = I (f)

B m—1 tk
= J|D(f) - DkDf(O)y]
L k=0
B m—1 tk
= J|Df(t) - Dk“f(O)E]
L k=
m—1 1

a Z% DELI0) k:+1)!
= f(t)— Dof ( t+D2@t2+...+Dm®tm)

21 m)!
= ft) - Z Dkf(O)—

Portanto pelo Principio da Inducdo Finita, temos que

n myn o k
JUD"f(t) = f(t) = ) D" F(0) 5.
k=0
Teorema 3.4 Sejam 7D f(t) a derivada fraciondria de f segundo Riemann-Liouville, © D?f (t)

a derivada fraciondria de f segundo Caputo, ambas de ordem ¢, e m o menor inteiro maior que

q. Entdo,

TDif(t) = “Df(t) +



Demonstracio: Pela defini¢do de derivada segundo Caputo (3.10), temos que
CDUf(t) = J D" f(t)]
Aplicando o operador integral em ambos os lados
(JO(CD) f(t) = JT"D" f(¢)]
Pelo Teorema [3.2] obtemos

(JNEDY)f(t) = JTTID"f(2)

= JUD"f(B)].
Utilizando o Lema 3.1} temos que
n—1 tk
(INEDNF(E) = f(H) = Y D" F(0)
k=0 '

Aplicando o operador derivada

(DYDY f(t) = D [f(t)— 7 D’ff(o)t_]

k!
k=0
n—1 tk
= D) - (D) Y D)
k=0 '
n—1
Dk
= BDIf(t) — If' 0 ("D9)t.
k=0 '
Da equacdo (3.16) sabemos
RDqtk — F(k + 1) k—q

49



Entao,

°Dif(t) = "DU) -

Portanto,

50

A préxima propriedade fornece a condi¢do necessdria e suficiente para que a derivada

de Riemann-Liouville de uma funcdo f coincida com a derivada de Riemann-Liouville de uma

funcdo g.

Propriedade 3.6 A igualdade ?D7f(t) = D?¢(t) é vilida, se, e somente se,

FO =90+ et

comt>0en—1<gq<n.

Demonstracao: Condi¢do necessdria. Para n € N, pode-se induzir do cédlculo usual que

Df(t) = Dg(t) & f(t) = g(t) +ar

D*f(t) = D?g(t) & f(t) = g(t) + art + as.

Assim sucessivamente

DUf(t) = D"g(t) <

Por outro lado,

“Df(t)
DT (t)]

()= o)+ Yt

EDig(t) <

D" g (t)].

(3.17)

(3.18)
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Note que n € inteiro, entdo da Expressdo [3.18] podemos escrever

JUTO(t) = [J"9g( —|—Zaltl

Aplicando o operador derivada de Riemann-Liouville de ordem n — ¢ em ambos os lados e

usando o Teorema [3.3] temos,
n—1
Rpr—ajn=af() = Bpr-a [J"_qg(t) + aiti]
n—1
f(t) = RDr9[grmag(t)] +8 pr [ aiti] .
Logo,
—|—Zaz R pr=a)[#1]. (3.19)

Analisando #D"~4[t!] da Equagdo e usando o exemplo da Equacdo [3.16} obtemos

Ranqti — : F(i + 1) tfnJquri
I'(i—(n—q)+1)
I'i—n+qg+1) '

Substituindo esse resultado na Equacao [3.19]temos,

f) = o+ 2o {m S ot
- agl (1)t a;T(2)ten+ M
— g(t)+r(q_n+1) F(q—n+2) F(q)

= g(t) F et FeptT2 b L o tt"

= gt)+> et
j=1

Condi¢ao suficiente. Aplicando o operador derivada de Riemann-Liouville de ordem ¢ em
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ambos os lados da Equag@o

Epaft) = ED%(t) + D [Z cjtq-j] : (3.20)
j=1

Entdo, o segundo termo do lado direito da Equacgédo pode ser escrito como

R pa [icjtqj] = D" [J”q <icjtqf>]

J=1 J=1
n

= D" ).

=1

De acordo com o Exemplo [3.1]segue que

- 4 - "Il (g —j+1
R ya [Z Cjtq]] _ Dnzcj |: (q J+ ):|
j=1

= Fn—j7+1)
- Ng—37+1) ., n—j
- ;(Cﬁrm—wl)l) )
Mas
Dn[tnij] = 07

entdo, segue que
B pa [Z cjtq—j] = 0.
j=1

Portanto, de (3.20) concluimos o resultado
EDf(t) =" Dg(1).

A proxima propriedade fornece a condi¢do para que a derivada segundo Caputo da fun-

cdo f sejaigual a derivada segundo Caputo da fun¢do ¢ (GORENFLO, MAINARDI, 1997).

Teorema 3.5 A igualdade © D?f(t) = “D?g(t) é vélida, se, e somente se,

£ = 9(0)+ it
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comt>0en—1<qg<n.

Demonstraciio: Condigio Necessdria. Suponhamos que © D7f (t) = © Dg(t) entdo,
JUIDNf(t) = J"1D"g(t)
Aplicando o operador integral de ordem ¢ em ambos os lados, isto é,
JUD"f(t) = J"D"g(t)

Pelo Lema [3.1] segue que

Assim, tomando ¢; =
F&)=g(t)+ > eit™.
j=1

Condigdo Suficiente. Se f(t) = g(t)+ > ¢;t" 7, e aplicando a derivada segundo Caputo
j=1
de ordem ¢, segue que

D) = CD) + YD

Jj=1

= “Dig(t)+ > ¢ J D).

J=1

Como, se D"t"™/ = 0 entdo Y 7, c;J" I[D"t"I] = 0, segue que

“DUf(t) = “Dg(1).
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3.5 FUNCOES DE MITTAG-LEFFLER

As fungdes de Mittag-Leffler sdo importantes funcdes relacionadas ao célculo de ordem
ndo inteira. Essas fun¢des generalizam a fung¢do exponencial. As varidveis podem ser comple-
Xas, ou seja, serd considerado z € €' e real quando considerado = € R. As defini¢des da Fungao

de Mittag-Leffler de um e dois parametros sao baseadas em Camargo, (2015).

Definicao 3.11 A func¢ao de Mittag-Leffler de um parametro é dada por

Zf‘qk+1

k=0

para z € C e Re(z) > 0.

Observacao 3.3 Nocasoem que ¢ = 1, e x € R temos

o0 OO:L’
ZF ,;k_:

k=0

Dessa forma, podemos entender a fungdo de Mittag-Leffler como uma generalizacio da fungdo

exponencial.

Definicao 3.12 A funcdo de Mittag-Leffler de dois parametros é dada por

_y
“— I'(qk +p)

para z € C e Re(z) > 0.
Observacio 3.4 Sep = 1, entdo E,;(z) = E,(2).

Imediatamente da definicdo de Funcdo de Mittag-Leffler de um e dois parametros temos as

seguintes propriedades:

o ZZk o z?k
Propriedade 3.7 F51(2%) =Y ————= =) = cos h(z).
LT (2k+1) & (2k)!
0 2k 00 2k : h( )
Propriedade 3.8 Fyy(23) =Y — = S
ropriedade 22(27) ; ['(2k +2) ; (2k + 1)! z
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Teorema 3.6 Consideremos a fungio de Mittag-Leffler de dois parametros E,, ,,(2), para ¢;,q2 >
0. A série de poténcias definida por £, 4, (=) é convergente para todo z € C. Em outras pala-

vras, Fg, 4, € uma funcio inteira.
A demonstragdo pode ser encontrada em Diethelm (2013) e Dumbar (2009).

Lema 3.2 A funcao de Mittag-Leffler de dois parametros satisfaz a seguinte identidade

1
Ep,q(z) = ZEp,zH—q(Z) + m (3.21)

A demonstragdo pode ser encontrada em (DIETHELM, 2004).
3.6 TRANSFORMADA DE LAPLACE DAS DERIVADAS FRACIONARIAS

Introduzimos agora, os conceitos de Transformada de Laplace da para a integral fracio-
ndria e para as derivadas de Riemann-Liouville e Caputo, bem como a transformada de Laplace

inversa para as derivadas.

2z

Lema 3.3 (Teorema do Valor Final) Suponhamos que f(¢) é continua para t > 0 e f'(t) é

seccionalmente continua e de ordem exponencial, isto €,
|f'(t)] < Me”,

para todo ¢t > 0. Desse modo, se tlim f(t) é finito, entdo
—00

lim f(t) = lim sF(s),

t—o00 s—0

em que F'(s) é a Transformada de Laplace de f(¢).

Demonstracao: Temos que

A o [TdF)
/0 76 dt—llm/o 76 dt (3.22)

b—o0

Integrando a Equacdo (3.22) por partes com

u=e = duy=—se
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dv = %(tt)dt = v = f(t),

temos que

b b
bh—glo/o %(tt)e_stdt = b]'gg) (e_Stf(t)yg_/o —Sf(t)e_Stdt)

. —bt : ’ —st
= Jim (0 = )+ Jim [ spe)ea
= —f(0)+ sF(s).

Desse modo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada (ISNARD, 2007), temos que

dt

e—st df(t) ‘ < ]\46—(3—(z)t7

para t > 0. E facil ver que Me~~* ¢ ['(]0,A]) para todo A fixo. Portanto,

lim (sF(s) = (0)) = limsF(s) = (0

s—0
e hm 6_875@(1{;
s—0 0 dt
A
= lim lim e_Stdf—@)dt
A—oo o s—0 dt
A
= lim / df—(t)dt
A—o00 0 dt
= I (f(4) - FO))

Portanto,
limsF(s) = lim f(A).

s—0 A—oc0

Lema 3.4 A Transformada de Laplace da integral fracionaria € dada por

L)) = s 1L[f )]
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Demonstracdo: Seja ¢,(t) = % Usando a defini¢do de Transformada de Laplace e inte-

grando, obtemos

ZL®)(s) = /0 " eta, (1)t
b a1

= lim e st dt
b—oo Jy I'(q)

Fazendo a seguinte substitui¢do: st = v e mudando os limites de integracdo temos

Z[P(s) = lim bse_“ﬂd—u

b—o0 0 F(q) S
L, bsui™l du
= im e —
Do)y © 515
1 bs q—1
= lim e_"u du
F(q) b—o0 0 sS4
1 /°° v a1
= e "ul du
['(q)s? Jo
1
= r
o S_q

Dai, pela Proposigido temos que

L] = Z[2(1) x f(1)]

= s 1Z[f(1)].

Teorema 3.7 Seja f(t) = t*~'E,,(at?), a Tranformada de Laplace dessa fungdo é

g gd—Pp
t) = .
] = ——
Demonstracdo: Como E,,(at?) = > F((‘;ZI;). Pela defini¢do de Transformada de Laplace

k=0
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temos que

atq
= 1 fsttp 1
bggo Z I( qk: + p
_ 1 sttqk-‘y—p ldt
Z T( qk T p) boso g

Fazendo a substituicdo st = wu e utilizando a convergéncia da série geométrica, segue

que
9] CLk . sb _uuqk—f—p—l du
ZUO = 2 i ) s
_ i a® . s hip1 g
B “— D(qk + p)si+? s 0 c “
o0 ak /oo
= Z ettty
k+
(g + p)si*v J,
= f: - I'(gk +p)
= T'(qk + p)s?+?
- Zspsqk:
k=0
1 = sa\k
- 52 (%)
1 s
ZIfi)] =
0] = S
g1 —q
Portanto,
Sq_p
ZIft)] =
W] = ——



Propriedade 3.9 E vilida a seguinte relagio:

—_

LD f(t)] = s"L[f()] — Y DV f(0)sm 1.

0

3

i

A demonstracdo € feita utilizando inducao finita e pode ser encontrada em Camargo (2009).

Teorema 3.8 A transformacgdo de Laplace da Derivada de Caputo de ordem ¢ € dada por

m—1

ZLI°Df(t)] = sF(s) = > _ D*f(0)s ",

em que Z[f(t)] = F(s).

Demonstracéo: Pela Defini¢io[3.10]e aplicando a Transformada de Laplace, temos

LICDfH)] = LD (L))
sTTHLIDf (1)

Usando a Propriedade [3.9] temos

ZLICDif(t)] = s Lf(1)] — Z DFF(0)sm 1

59

Teorema 3.9 A Transformada de Laplace da Derivada de Riemman-Liouville de ordem ¢ €

dada por

—_

LD ()] = s"F(s) = ) DT f(0)s"
0

3

B
Il

em que Z[f(t)] = F(s).

Demonstracao: Pela Defini¢do|3.9)e aplicando a Transformada de Laplace vem

ZDf()] = LD ()]
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Usando a Propriedade [3.9)e juntamente com o Lema [3.4] temos
g[Rqu(t)] _ n[ fn+q$ ZDkJn qf g1k
= s'F(s ZDkJ" 1£(0)s" R

Defini¢do 3.13 Sejam f(s) = 5— e g(s) = & +p A Transformada de Laplace inversa dessas

fungdes sdo, respectivamente:
L f(s)] =t Eyp(at?) e L7 g(s)] = 77 Eyp(—at?).

Teorema 3.10 A Transformada de Laplace inversa de © DY f(t) e #D4f(t) sdo dadas por

m—1
$UF(s) = Y DFf0)s* ] = “Dif(t)
k=0

71

m—1
$UF(s) = Y DRImOR(0)sm R = FDOf(1).
k=0
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4 EQUACOES DIFERENCIAIS DE ORDEM FRACIONARIA

Nesta secdo estudamos a existéncia e unicidade de solu¢des para um sistema de equagdes
de ordem fraciondria com condi¢do inicial (PVI). Assim como € estudado para o caso ordindrio,
(BARREIRA, VALLS, 2012) e (BRAUER, NOHEL, 1989), também iremos estudar o caso
fraciondrio. Para a concepcdo desses resultados usamos como referéncia o trabalho de Zhou,

(2009).
4.1 EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCOES

Considere o Problema de Valor Inicial (PVI)

“Dix(t) = f(ta(t)), 4.1

z(tg) = o,
onde a derivada fraciondria utilizada é a derivada de Caputo com ¢ € (0,1). A funcdo f(t,z(t)) :
R xR™ — R™ & chamada de campo vetorial com dimensao m > 1. Como estamos trabalhando
com a norma da convergéncia uniforme ||.|| temos que R™ é um espago métrico completo.
Lembramos que neste caso a defini¢do de derivada fracionaria de Caputo para g € (0,1)
¢ dada por
qux(t) =

=) /to (t —s)792'(s)ds. 4.2)

Sejam:
a) J = [to — a,ty + al.
b) B={z € R": |z — x| < b}.

c) E={(tx) eRxR":te Jxec B}.

Defini¢do 4.1 A fungdo x € C'(JR™) € uma solugdo do PVI (4.1)), se x satisfaz a equagdo

“Dax(t) = f(t,z(t)) em J e a condigdo inicial z(ty) = .

Defini¢do 4.2 O conjunto BC(D,X) é o espaco das func¢des continuas e limitadas entre os

espacos métricos D e X com a norma do supremo sobre D.
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Serdo apresentados alguns lemas que serdo utilizados em resultados posteriores.

Lema 4.1 Suponhamos que f(¢,z(t)) é uma fungdo continua. Entdo, o Problema de Valor

Inicial @.1)) € equivalente a equacdo integral ndo linear de Volterra de segundo tipo

Lot
z(t) = zo + o) /0 (t —s)T " f(s,x(s))ds. 4.3)

Toda solugdo da equagdo integral de Volterra ({.3)) ¢ também uma solugdo do PVI original (#.1).

Demonstracao: Sabemos pela definicao de derivada de Caputo que
“Df(t) = JIDf(t),

com (0 < g < 1. Logo, aplicando o operador J? temos que
JDx(t) = JUf(tx(t)),

Isso implica que

() — 0 = ﬁ /0 (t = )7 f(s,2(5))ds.

Portanto,

1 t .
z(t) = xo + @/O (t—s)T " f(s,x(s))ds. m

As seguintes definicdes podem ser encontradas em (BOTELHO, PELLEGRINO, TEI-
XEIRA, 2015) e (MUNKRES, 2000) e sera utilizada nos proximos resultados que tratam de

existéncia, unicidade e prolongamento de solugdes.

Definicdo 4.3 A familia ¢’ = {f, : 7 € '} de fungdes definidas em C'(D,X) é dita equiconti-

nua em zy € D se, para cada € > 0, existe um 0 = d(¢) tal que se ||z — zy|| < J entdo

1f+(x) = fy(@o) || <€,

comy € 'ex € D. A familia ¥ é dita ser equicontinua se for equicontinua em cada ponto de

D.

Definicao 4.4 Seja (Y,d) um espaco métrico. O subespaco .% de €’ (X,Y) é dito ser pontual-
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mente limitado na métrica d se para cada x € X, temos que o subconjunto
Fo={@|f € 7)

de Y € limitado na métrica d.

Teorema 4.1 (Teorema de Ascoli) Sejam X um espago compacto e (R,d) um espago eucli-
diano na métrica quadrada ou euclidiana e %' (X,R") o espaco topoldgico correspondente. O
subespaco .# de €' (X,R") é compacto e fechado se, e somente se, .% é equicontinuo e pontu-

almente limitado na métrica d.

Definicao 4.5 Uma fungdo A : D — X € dita ser completamente continua se for continua e

compacta.

Teorema 4.2 (Teorema do Ponto Fixo de Schauder) Seja U um subconjunto fechado, limi-
tado e convexo de um espaco de Banach X. Suponhamos que 7" : U — U ¢é completamente

continuo. Entdo, 7' terd, pelo menos, um ponto fixo em U.
Demonstracao: Pode ser encontrada em (ZEIDLER, 1986).

Lema 4.2 A fungdo a(t) = (t — 1)? — (t?» — 1) é decrescente com p > 1 e além disso, se dados
t1,to, com 0 < ty < to, entdo

(th —t]) > (ty — t1)P.

Se p < 1, entdo a fungdo a(-) é crescente e dados t1, ¢, com 0 < ¢; < to, entdo
(6 = 17) < (2 — t1)".
Demonstracao: Seja p > 1. Derivando a funcio a, temos
dt)y=p[t-1P" =] <0, t>1,

logo, a(t) é decrescente para t > 1 e temos que a(t) < a(1) = 0. Considerando 0 < t; < to,

entdo 2 > 1, portanto,
1
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de onde segue que

(ty —t)?  (th —1t))
7 —-2ﬁ1§0©@r¢m$£—ﬁ

Se p < 1, procedendo como o caso anterior obtemos que a’(t) > 0, o resto da demons-

tracdo segue de forma andloga ao caso anterior considerando a desigualdade apropriada.

Proposicao 4.1 (Desigualdade de Holder para integrais) Sejam 1 < p,q < oo tais que % +
% = 1 (Conjugados de Lebesgue), e as fungdes f : D — Reg: D — R, taisque f € LP(D) e
g € L9(D) entio,

<(/ |f(:v)!”dfv>; (f \g<x>rqd:c);

Observemos que a desigualdade implicaem fg € L'(D).

/D (f(2)g(z)) dz

Agora apresentamos o primeiro resultado de existéncia dessa se¢ao, disponivel em (ZHOU,

2009).

Teorema 4.3 Assuma que a funcdo f : E — R” satisfaz as seguintes condi¢des do tipo de

Carathéodory:
a) f(t,x) é mensuravel por Lebesgue com respeito a varidvel t em J.
b) f(t,x) é continua com respeito a varidvel = em B.

c¢) Existe uma constante 5 € (0,¢) e uma fungdo real m(t) € Ls (J) tal que

Lf ()] < m(2),

para quase todo t € J e para todo x € B.
Entdo, para ¢ € (0,1), existe pelo menos uma solugéo para o PVI (4.1) no intervalo [to—h,ty+h],
1
1-6] a8 B
onde h = min {a, {LAE[‘J) (%) } } e M = ( tiﬁa(m(s))%ds) :

Demonstracdo: Para o PVI (4.1) somente serd discutido o caso ¢ € [tg,to+h]. Uma abordagem

similar pode ser usada para verificar o caso [ty — h,to].



65

Sabemos que f(¢,xz(t)) é Lebesgue mensuravel em [¢y,to+h| de acordo com as condi¢des

(a) e (b). Calculos diretos mostram que
(t—s)T € LT7t.1],

para t € [to,to + h]. De acordo com a Desigualdade de Holder para Integrais, Teorema

obtemos que (t — s)97! f(s,2(s)) é Lebesgue integravel com respeito & s € [ty,t] para todo

te [to,to + h] e,
t t L 1-5 t . B
[ = ssatontas < ([ (@=sry™as) ([ onentas)
to to to
Parax € C ([tg,to + h],R™) definimos anorma ||z|| = sup ||z(s)||. Entdo C ([to,to + h],R™)

SE[to,to-l—h]

com a norma || - || ¢ um espago de Banach.

Seja Q = {x € C ([to,to + h],R™) : || — x0|| < b}. Entdo, 2 é fechado, limitado e é
um subonjunto convexo de C ([to,to + h],R™).

E fécil ver que (2 é convexo, pois

[(1 = N1 (t) + Aza(t) — @ol| = |[(1 = A)z1(t) + Aza(t) — 2o + Azo — Azo|
= [[(T=Na1(t) = (1 = Mo + A(z2(t) — o) |

IN

(1= M2 (8) = wol| + All2(2) — 2ol

< (1—=XAb+Ab=b.

O que implica que (1 — Az + Azy € ©, com A € [0,1].

Para cada elemento = € €2, seja

(Tx)(t) = z0 + ﬁ /t (t —s)7 f(s,2(s))ds.

para todo ¢ € [tg,to + h]. Mostremos que para qualquer x € €, temos que T'z € ). Para isso,

utilizando a Desigualdade de Holder e a condigdo (¢) obtemos
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1 t
Tx)(t) —x —/ t—s)7 1 f(s,2(s))ds
(@0 -l = |5 [ (€5 (o)
I .
< — t— )" f(s,x(s))|ds
g ). 1= F(st)
1 t 1 1-8 t 1 B
< = t—sq_ll‘ﬂds) (/ms ﬂds)
i ([ =) (o)
Resolvendo a primeira integral e fazendo a seguinte substitui¢do w =t — s, dw = —ds
temos
t g—1 0 g—1 t=to g—1 1-— a=
/ (t—s)lds:/ wl(—dw):/ wi=Fdw = (—B> (t—to)l%3
to t—to 0 q—p
Logo,

IN I
r—kg}—t
N\ ~/
— Q|
‘| |‘|
D D
N~
—_ —
| |
® @
= =
|
Y |
= =
=
kY
VRS
5\”-
o
Jr
>
“
el
<%
)
~_
™

< b

parat € [ty,to+ h]. Isso significa que | Tz — x| < b. Entdo, T é uma fungio de €2 nele mesmo.
Mostremos que 1" é completamente continuo. Primeiramente, o operador 7' € continuo.

Assim, para qualquer z,,,,x € Q,m =1,2,...,com lim |z, — z|| = 0, temos
m—0o0

lim x,,(t) = x(t),

m—0o0

para t € [to,lo + h]. Assim, da condigdo (b), temos que

lim f(t,z,,(t)) = f(t,z(t)),

m— 00
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parat € [to,to + h]. Das condig¢des (a) e (c) temos que

/ : (¢ = ) F(s.m(s))| ds < ( / (¢ — 5y ds) - ( / (m(s)) ds)ﬂ e

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada (ISNARD, 2007) obtemos

I(Tan)(®) - (2O = 5| 0

(q) / (t =) [f(s,zm(s)) — f(s,2(s))] ds

to

quando m — oo.
Isso significa que 7" € continua. Agora mostremos que 7'(2) é relativamente compacto.

Verificamos (2 é fechado, para isto tomemos {x,, } uma sequéncia em (2. Entao,

para todo n € N. Como z,(t) — x, quando n — oo, segue que

lim ||z, (t) — x| <b = || lim x,(t) — x| < b
n—oo n—oo
= |z —x <b

= x €.

Logo, (2 é fechado. Assim, pelo Teorema [4.1] € suficiente mostrar que a familia de fungdes
{T'z : x € Q} é pontualmente limitada e equicontinua em [to,to + h].

Para x € (), temos

I(Tz)(@ = [[(Tx)(t) = xo + ol

IN

I(T2)(t) = ol + [|lo

1 1—6>1_6 B
< — (=2} petM 4 |le
I'(q) <q—5 Il
< b ||zl

O que significa que {7z : € Q} é uniformemente limitada. Por outro lado, para quais-

quer t1,ts € [to,to+h], comt; < t5 e usando a Desigualdade de Holder juntamente com o Lema
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4.2] temos que

(T) (2

1
~ I(g) ’
1
T(q) ‘

- [ = st
- / (6= 9 = (=] flsaeis + [ = 9 a(s)a|
< / It =97 = (1= ) oDl + s [ it = 9 flsao) s
< = e ms + s [ tneas
< / (0 — 5 — (0 —s)‘fﬂl—lﬂds)l_ﬁ ([ e ds)ﬁ
+ﬁ (/tt (b2 — ) }ds)lﬁ (/tt im(s)]? d )B
< o / (6= )5 = (12— ] ds>1_6 ([ o) ds)ﬁ
vt ([ e 9] ) h ( ()] ds)ﬁ
_ 1-5 to
() (0t
hAe N
_ F]Zz) (;_g) ((tl—to)‘i"é’—(t2—t0)?‘§+(t2—t1)‘f‘2)1_5
] g) O
- 7 (i55) (v -0t o)
(1) (o
< %(; g) (—(tg—to—tﬁto)?_?+(t2—t1)?_’5>15
(

1-8
=5) o



I(q) \q— 7 I'(q) \¢— B
_ M (=BT s
= Ty (q—ﬁ) (> =)

Quando t; — t3, o lado direito da desigualdade acima tende a zero, entdo {7z : z € Q} é
equicontinuo em [tg,ty + h|. Portanto T'(2) é relativamente compacto. Pelo Teorema do Ponto

Fixo Schauder, Teorema[.2] existe z* € €, tal que, T'2z* = 2™ assim,

.I*(t) =9+

o / (= )1 f (527 (5))ds,

parat € [to,to + h]. Portanto, 2* € uma solugdo para o PVI em [to,to + h].

A demonstrac@o do proximo Coroldrio é semelhante & do Teorema 3]

Corolario 4.1 Seja f € C(J x B,R™). Entdo, para ¢ € (0,1), existe pelo menos uma solugao
para o PVI lb no intervalo [ty — h'\tg + h’], onde I/ = min {a, [T (q +1)] 5} e M' =

sup  f(t,@).
(t,x)eJxB

O proximo Teorema, cuja demonstracao pode ser encontrada em (BOTELHO, PELLE-
GRINO, TEIXEIRA, 2015), diz que toda contracdo possui um ponto fixo.

Teorema 4.4 (Principio da Contracio de Banach) Sejam S um espago métrico completo. Se
T :S — S éuma contragdo, entdo 7" possuird um ponto fixo. Além disso, se z* € um ponto

fixo de 1" e para todo = € S, temos que
| T™(z) — z*|| — 0.

Teorema 4.5 Suponhamos que as hipéteses (a), (b) e (¢) do Teorema[4.3|sejam validas. Assu-

mamos ainda que

d) Existem uma constante v € (0,q) e uma fung@o real pu(t) € L5 [to,to + al, tal que,

1f () = FE)l < u@®lle =yl

para todo t € J e para todo z,y € B.
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Entdo, existird uma tnica solugéo para o PVI (4.1) em [ty — hq,to + hy], onde

. L(q) (a—7\'"7"|"" /“’*“ oy
£ M, = :
hy < min < a, h, [ AL (1 - e M ) (u(s)) ds

Demonstracdo: Seja Q = {z € C([to,to + h1],R") : || — x0|| < b}. Para cada elemento = €

Q, seja:
(T2)(t) = o+

1 t -1
o / (t — ) f(s,2(s))ds,

parat € [to,top + hi]. Da mesma forma que provamos no Teorema temos que 7°(§2) C €.

Por outro lado, vamos mostrar que o operador 7' € uma contracdo em §2. De fato,

o) - O] < g ([ =0 utoas) e o) - )
< (0= ueas) o -l
< s ([ amsmyas) ([ et as) e
< = (22) e ([ wentas) e

M1 1—’7 1= q— _
a0 - ol < 5 (322) wle-u,

parat € [to,to + hq]. Isso implica que

[Tz —Ty|| < Cllz —yll,

1—y
onde C' = ql) (2:—;’) h{~" € (0,1). Por isso, T' é uma contragdo. Pelo Principio de Contra-

¢do, T tem o tnico ponto fixo x, que é uma solugdo do PVI (4.1)) em [to,to + h4].

A demonstrag¢do do préximo Coroldrio é semelhante a do Teorema4.5]

Corolario 4.2 Seja f € C(J x B,R™). Assumamos que existe uma constante L > 0 tal que

Lf(t2) = fFEy)ll < Lllz =yl
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para quase todo t € J, e para todo z,y € B. Entdo, para ¢ € (0,1), entdo existe uma tdnica

1
solugdo do PVI ll no intervalo [ty — b/ ,to + '] onde b} < min {a, W, [1D(g+1)]* }

Teorema 4.6 Assumamos que a condi¢ao (iv) do Teorema continue vélida. Se a so-

lu¢do do PVI (.1) existe em [ty — h,ty + k], entdo a solu¢do do PVI (4.1) é tnica, onde
1
1—y] a=—
h < min {a, {—I;\E[ql) (—‘11:?{) } }

Demonstracdo: Assuma que y(t) e z(t) sejam solug¢des do PVI (4.1)) em [to,ty + h]. Entdo,

parat € [to,to + h] temos que

1 t -1
W) = 70+ s / (t — 5" f(sy(s))ds,
© t
o(t) = a0+ s / (t — 5" f(s.2(s))ds,
Dai,
1

ly(t) = =) = ()

parat € [to,tg + h]. De (iv), temos que

Y

/ (t— )7 [f(s.5(s)) — f(s.x(s))] ds

to

ly(t) =2 < € _max ly(s) —z(s)],

Se[to,t0+h]

I—y
parat € [to.to + N, em que C' = £k (ﬁ) hi~" € (0,1). Entdo,

max |[ly(t) —z(t)[| < C max ly(s) —x(s)]],
Se[to,to-i-h] Se[to,to-i-h]

parat € [to,to + h]. Isso implica que

l’(t) = y(t),t € [to,to + h]
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4.2 PROLONGAMENTO DE SOLUCOES PARA SISTEMAS DE ORDEM FRACIONA-
RIA

Nesta secdo iremos estudar alguns resultados que descrevem o prolongamento de so-
lugdo para o Problema de Valor Inicial Fraciondrio (4.1I)), a ideia ¢ estender os Teoremas de
prolongamento de solucdes de sistemas de equagdes diferenciais ordindrias para equacoes di-
ferenciais fraciondrias segundo a derivada de Caputo pelos resultados apresentados em (LI,

SARWAR, 2016).

Definicdo 4.6 Sejam = = z(t), t em (0,7) e T = Z(t), t em (0,7) ambas solu¢des de (4.1).
Se v < yeux(t) = z(t) parat € (0,7), entdo dizemos que Z(-) é um prolongamento de z(-).
Diremos que z(-) é ndo prolongével se ndo tiver prolongamento. A existéncia de um intervalo

em que a solugdo z(-) ndo prolongavel é chamado de intervalo maximo de existéncia de z(-).

O proximo resultado, semelhante a equacdes diferenciais ordindrias, nos diz que se uma
solugdo € ndo é prolongavel em um intervalo finito, entdo a funcao tende a fronteira do dominio
do campo, isto é, o grafico escapa de compactos contidos no dominio do campo. Nos préximos

resultados, por simplicidade, faremos ¢, = 0.

Teorema 4.7 Assumamos que as hipéteses (a), (b) e (¢) do Teorema de Existéncia 4.3| sejam
validas. Considere z : (0,7) — E uma soluggo de (4.1)) com v < +o0, se z = z(t), t € (0,7)
¢ ndo prolongavel entdo, para algum 7 € (0, %) e cada subconjunto compacto S C [n,7] x B

existe algum t* € [n,7) tal que (t*,z(t*)) € S.

Demonstracao: A demonstracio deste Teorema sera feito em duas partes. Primeiro, suponha-

mos por contradi¢do que exista um subconjunto compacto S C [1,y) x B tal que

{tz(t) L eny)yCs.

Passo 1: Vamos mostrar que existe lim x(t). Para quaisquer ¢;,t5 € [27,7), com t; <
t—y—

to, e usando a Desigualdade de Holder e o Lema[.2]temos que:
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- M (ﬂ>l_ﬁ (<t~ )5 4 (1) BF) 4 2 (ﬂ)l_ﬁ (ts — 1)

)

I(q) \q— 7 I'(q) \¢— B
_ M (=BT s
= Ty (q—ﬁ) (b = 8)77

Quando t; — t, o lado direito da desigualdade acima tende a zero, portanto pelo critério de
convergéncia de Cauchy, segue que lim z(t) = z*.
t—=y~
Passo 2: Neste passo vamos mostrar que x(-) é prolongdvel. Como S é um subconjunto

fechado, temos que (y,z*) € S. Defina x(y) = x*. Entdo z(t) € C([0,7],B) e consideremos

E, = {y € C(lv,y+h,B): sup |[ly@t)—x=1(t)|| <by(y) = wl(v)} ,

tely,y+h]

1-8] 77 1
onde A = min {a, {Lj\(f) <%) } } ex1(t) = xo + () / (t —8)T 1 f(s,2(s))ds.
q) Jo
Além disso, definimos o seguinte operador

(Sy)(t) = 1 (t) + ﬁ / (t— ) f(s.4())ds.

Notemos que £}, é convexo, pois

I = Nwa () + Aga(t) =] = (11 = Ngn(t) + Aya(t) = 21(8) + Aza(t) = A (1)
= [ = Ny(t) = (1 = Vs (t) + Aya(t) — z1(8))]]
< (L= Nlpa(t) =z @O + Aly2(t) — 22 (1)l

< (1= A)b+Mb=b.

O que implica (1 — A)y; + Ays € Ej, para todo A € [0,1]. Por outro lado, temos que,
DE,, C E}. De fato, para todo t € [y, + h] temos que

1(Su)(t) — ()| = ||ﬁ / (t — )7 F(s,y(s))ds]

i ([ (@=oy ds)lﬂ (/ t<m<s>)éds)5

IN
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< g (i=5)
<
Tambeém temos que
S0 =m0+ g [ 6= 9 syt = 1),

Portanto, SE), C E},.
Podemos afirmar que S é um operador completamente continuo em Ej,, isto é, S E

continuo e compacto. Para y,,,,y C Ep,m =1,2,...,com lim |y, — y|l. = 0, temos
m—o0

lim () = y(1),

m—00

parat € [y,y + h|. Assim, da condic¢do (i7), temos que

Tim f(tym(t)) = f(ty(1),

parat € [y, + h|. De (¢) e (ii) temos que

/; 6= 5~ (o)l < / (- sy ds)lﬂ ( / (m())" d8>ﬂ -

Do Teorema da Convergéncia Dominada (ISNARD, 2007) obtemos

1(Sum)(®) — (Sy) ()] = ﬁ

— 0,

/ (t = )7 [f(5:0m(s)) — F(s.(s))] ds

quando n — oo. Isso implica que o operador S é continuo. Em seguida, vamos provar que
S(E}) é relativamente compacto. Além de verificarmos que FEj, é fechado, pois se {y, } € uma

sequéncia em F£}. Entdo,

[yn(t) — 22(8) ]| <,
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para todo n € N. Como y,,(t) — y(t), quando n — oo, segue que

i [y (t) =21 ()| <b = || lim yo(t) — 21 (2)]| < b

= ly(®) =z (D] < b

= y(t) e k.

Logo, E}, é fechado.
Finalmente, é suficiente mostrar que a familia de func¢des {(Sy)(t) : y € E),} é unifor-

memente limitado e equicontinuo em [,y + h|. Assim,

SOOI < 150)(0) — a0 + a(0)]
! t a1 L ! —5)1 1 f(s,2(5))ds x
< g || € s eatnas| 5 | [0 e ates| + el
1 t 1y L 1-8 t , B
< W(L ((t—s)"") ds) L(m(s)) ds)
1 -

VAN VAN
‘ 3
~ =
VR
R =N N N
[ ]
=@ [ I
N——— ™™
T \/
o+ |
| 2
~ Tk
; Lo
™ N——
/\ T
~Q\ E
/\OL /\
3 4\
o ="
= 3
Roy[ —~
Y >
& ~—
\_/ ™=
w &
N———
s

['(q)
1

g ((=5)7) h (/ov(m“”éds)ﬁ ¥ ol

< 15 (i75) g ((55) e

Portanto {(Sy)(t) : y € E,} é uniformemente limitado. Para todo y € E,

v <t; <ty <7+ h, temos pela Desigualdade de Holder que
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7

[(Sy)(t2) — (Sy)(t1)]| t
! / (s — 5)1 f(s.y(s))ds + / (s — )7 F(s.(5))ds

['(q)

T /Otl ((ts — )71 = (t, — 5)771) f(s y(s))d8+/2(t2—5)q1f(Say(5))dS
o [ =9 = = 9] St

o ;”“2 )71 f(s.2(s)) ds

s [l = = = s + s [ o s

_ 1-p g\ 1—
g (=5)  (@m0=)”

— 1-8 a—B a—B 1-
e e

— B\ P g\ 1—
g () (o)
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= % (%)1_5 (ta — 1) 7.

Quando t; — t;, o lado direito da desigualdade tende a zero, e concluimos que
{(Sy)(t) : y € E} é equicontinuo.
Temos que S(E},) é relativamente compacto, logo pelo Teorema de Arzela-Ascoli
Portanto pelo Teorema do Ponto Fixo de Schauder, Teorema4.2] o operador .S tem, pelo

menos, um ponto fixo Z(t) € Ej, isto é,
() = x(t)+ %/ (t — 5)1 1 f(s5,2(s))ds
1 v -1
= zo+ W/o (t — )" f(s,x(s))ds
1 t -1 .
T / (t — 57 £(5,3(5))ds.

para todo t € [,y + h|. Defina,

z(t), t€ (0],
(t), t €y, y+h]

S h

Segue que Z(t) € C([0,y + h|,B) e

T = x 1 ! — 5)17 f(s,2(s))ds
7)) = 0t [ =) (o)

1 ¢ ol rr o~
+%[(t—s) f(s,2(s))ds

= xo+ ﬁ /Oy(t —5)17 1 f(s,2(s))ds
I ot pr o —
—I—m/w (t— )7 f(s,2(s))ds

I o1l —
xo + m/o (t— )" f(s,7(s))ds,

para todo t € [0,y + h]. Portanto, T é uma solugdo do Problema (4.1)) em [y, y + h]. Isso é uma

contradicdo, jd que x(t) é ndo prolongavel.
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Observacio 4.1 O Teorema[4.7|é uma generaliza¢do do Teorema de Prolongamento para equa-
¢oes diferenciais ordindrias. Para considerar o problema de valor inicial fraciondrio (4.1)) basta

tomar ¢ = 1.

Agora iremos apresentar outro teorema de prolongamento que € mais conveniente para

algumas aplicagdes.

Teorema 4.8 (Teorema de Prolongamento IT) Assumindo que as hipéteses (a), (b) e (c¢) do
Teorema de Existéncia e Unicidade sejam validas. Entdo, x = z(t), t € (0,y) é ndo
prolongdvel se, e somente se,

tl_lgl— sup||k(t)]| = +o0, (4.4)
onde k(t) = (t,x(t)), k()] = (l=(t)* + )2

Demonstracao: Vamos provar este teorema por contradicdo. Suponhamos que a Equacao (4.4)
seja falsa. Entdo existe uma sequéncia {t,,} e uma constante positiva L > 0 tal que ¢,, < ¢, 1,
n € N, ou seja, {t,,} € uma sequéncia crescente, e

lim ¢, =, 4.5)

n—oo

com ||z (t,)||* < L?. Como {z(t,)} € limitada, podemos obter uma subsequéncia que denota-

remos também por {x(t,)} convergente tal que

lim z(t,) = z*, (4.6)

n—oo

Agora, vamos mostrar que dado ¢ > 0, existe 7" € (0,7), tal que
Jz(t) — 27| <&,

para todo t € (T'y), isto é
lim z(t) = x¥, 4.7)

t—y—

Segue das Equagdes (4.5) e (4.6) que existe ng tal que para todo n > n,, temos que

[(tn) =27 <

N |
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Se (4.7)) ndo é verdade, entdo para n > ng existe \,, € (t,,7) tal que

[(An) — 2"l = e e Ja(tn) — 27| <€

Assim,

< o) — 7|

< Jotta) = 2l + ) — 2t

= S | [ st — [ = st

S LT " O — )7 f(s.0(5))ds
= [t st

_ §+F(1q) /0 (A= 8)T = (£, — 8)171) f(s,2(s))ds
# [ O o st

< S [ 10 =97 = (= 97 S(sals)
b [ 10w = sl

< ¢ F(lq) / (= 9 = (= 9)7) Fs.a(s))ds
] " O ) f(s()ds

< }ﬁ(/{) ((t — ) 1—(An—s>q—1)ﬁ*ds)1_5(/o (m(s)) )B
rrs ([ =) )1-1%)1_5 ( /:”<m<s>>%)ﬁ

< o (320 (-9 - -9
o (A28 (- a)

e M 1—@)”(3% = qﬁ)l‘ﬁ
= —+— L e O T L
s+t (=9 On = ta)

—_ B\ P g\ 1—
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IA

2 ' T(q) B

#( ) ()

€ -8\’ a=8\ 1~

*‘4%2-(liié)l_ﬁ(—%An——uJ?ﬂa+<An__ugiﬂ)1‘5

Como (t, — \,) — 0, entdlo para n > n, suficientemente grande podemos encontrar € > 0 tal
que

€ €
< An_*<_ 5 6
<o)~z < S+ =

Isso implica em contradi¢do. Portanto o lim x(t¢) existe. Por um argumento andlogo da de-
t—y~

monstragdo do Teorema4.7] podemos encontrar um prolongamento de ().
[

Observacio 4.2 Se a funcdo f em (4.1)) satisfaz a condi¢@o de Lipschitz global com a segunda

varidvel, entdo a solucdo global existe e € tnica.
4.2.1 Teorema de Existéncia Global de solucao

Nesta subsecgdo estudamos a existéncia global de solugdo para o PVI {.1)). Estes resul-

tados estao disponivel em (LI, SARWAR, 2016).

Corolario 4.3 Assumindo que as hipéteses (a), (b) e (¢) do Teorema de Existéncia e Unicidade
sejam vdlidas. Seja z(t) uma solu¢do do PVI (4.1) em (0,7). Se x(t) é limitada em [7,7)

para algum 7 > 0, entdo v = +o00.

Antes de apresentarmos o proximo teorema referente a existéncia global de solucoes,

segue um lema essencial para os proximos resultados.

Lema 4.3 Sejav : [0,b] — [0, + o) uma fungdo real, e w(.) ndo negativa e localmente integra-

vel em [0,b]. Suponha que existe a > 0e 0 < g < 1 tal que

o(t) < w(t) +a/0 v(s)
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Entdo existe uma constante k = k(q) tal que para ¢t € [0,b] temos que

v(t) <w(t) + ka /Ot (w&ds,

t—s)
para todo ¢ € [0,b].

O seguinte resultado garante a existéncia e unicidade de solucdes globais de (4.1)) em

R*.

Teorema 4.9 Assumindo que as hipéteses (a), (b) e (¢) do Teorema de Existéncia e Unicidade
sejam vdlidas. Se existe uma fungfo continua ndo negativa x(t) definida em [0, + oo) tal

que

1f () = FEp)l < @) [l =yl

entdo, o PVI (4.1) tem uma tnica solu¢do em C([0, + 00); B).

Demonstracao: Pelo Lema sabemos que x(t) satisfaz a equagdo integral

I 1
x(t) = xo + m/o (t —s)T " f(s,x(s))ds.

Suponha que o intervalo méximo de existéncia de x(t¢) é [0,7), v < +00. Ento,

lz@)I =

1 -
T + m/o (t —s)" " f(s,x(s))ds

1 t q-1 — f(s S S
0+ 77 / (t — )7 (f(s.2(5)) — [(5.0) + f(5.0))d

< ||$o||+i/0(t—S)q_l(u(S)Hx(S)ll+||f(8,0)||)d8

I'(q)
< ool + 0 [ sy atopas + o [ e - 9 s 0as

llellio, _ t -
Tomando v(t) = ||z(t)|| e a = ’?([2)] e w(t) = [lzoll + 775 Jo(t — 5)7 (| f(5.,0)]|ds. Pelo

Lema[4.3[sabemos que v(t) = ||z(¢)|| é limitado em [0,7). Entdo para alguma 7 € (0,7), z(t) é
limitado em [7,7). Pelo Teorema[4.3]o PVI (#.1)) tem uma solugéo z(¢) em (0, + o).

De forma imediata temos o seguinte resultado.
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Corolario 4.4 Seja f € C'(R x B,R"). Assumamos que existe a constante L > 0 tal que

1f(tx) = fF(Ew)ll < Lilz —yll,

para quase todo ¢t € J, e para todo z,y € B. Entdo, o pvi (4.1 tem uma tnica solugdo em

C([0, + o0); B).
4.3 DESIGUALDADES FRACIONARIAS

Nesta secdo, apresentamos alguns resultados importantes para o seguinte estudo estao

disponiveis em (WANG, YANG, MA, 2014).

Definicao 4.7 A funcdo f é Holder continua se existem constantes ndo negativas C' v tais que

1f(2) = FW)ll < Cllz = yll”,

para todo z,y no dominio de f. A constante v é o expoente de Holder.

Observacio 4.3 Vamos denotar por C% () o espago das fun¢des Holder continuas definidas

em €2, um subconjunto aberto de R", com 0 < v < 1.

Lema 4.4 Seja m : R, — R localmente Holder continua com expoente v, tal que 0 < ¢ <
v < 1, e para qualquer t; € (ty,00), com m(t;) = 0 e m(t) < 0 paratodo tq < t < t;. Entdo
Rqu(tl) Z 0.

Demonstracao: Pela defini¢do de derivada de Riemann-Liouville podemos escrever a derivada

fraciondria da fun¢do m da seguinte maneira

) = s | [

ou seja,
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Definamos H (t) = fot(t — 8)79m(s)ds. Entdo para h > 0,

ti+h t1
H(ti+h)—H(t;) = /0 (t1 +h—s) m(s)ds — /0 (t1 — s) Im(s)ds

_ /O " (b4 b — ) tm(s)ds + / " b= ) m(s)ds

t1

_:Alﬁl—syﬂnw$ds
_ /0 [+ h— 57— (t— )] m(s)ds

t1+h
+/ (t1 +h —s)"%m(s)ds
t1

= [1 + [2.

Como

(4 h—s)T—(t —5)7<0

para s € [0,¢;], pois 0 < ¢ < 1, do mesmo modo, —1 < —¢ < 0, e por hipétese m(s) < 0,

assim

L = /0 1 [(t1 +h—5)"7 = (t1 — s)" ] m(s)ds > 0,

Logo,
t1+h
H(t1+h) —H(tl) S / (t1+h—s)_qm(s)d$ = ]2.

t1
Por outro lado, sabemos que m € localmente Holder continua, entdo existe uma constante

k(t;) > 0e v > 0, e considerando m(t;) = 0 temos que
—k(t)(t1 +h —s)" <m(s) < k(t1)(t1 + h — s)",
dai,

ti+h ti+h
I, = / (t1 +h —s) " %m(s)ds > —/ (t1 +h—s) %k(t1)(t1 + h — s)"ds

t1 t1

ti+h
_ / (b + h— 8)"Th(t))ds.

t1
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Fazendo a mudanca de varidvel para v = t; + h — s, temos que

0 0
I, = —/ u”_q(—du)k(tl):k(tl)/ u’ " du
h h
0 h
= —k(tl)/ u”qdu:k(tl)/ u’ " du
h 0

uV_Q+1 h
(1){V_Q+Jo
hl/—q—i—l
= k(t])——.
(ﬁv—q+1
Portanto,
huqurl
H(t h)—H(ty) > I, > k(t;) ———,
(ti + ) (t1) > _(1)V_q+1
assim,
hllfq+1
H(t h)— H(ty) — k(t;]) ——— > 0. 4.8
(t1 + 1) (t1) (1)V_q+1_0 (4.8)

Dividindo a Desigualdade (4.8) por h e aplicando o limite, temos

) H(ty +h) — H(ty) h¥—1
1 — _— >
hi%h h k<t1)u—q—|—1 20
v—q+1
h—0t UV —(q
O que implica
1
EDIm(t) = ———H'(t;) > 0.
mlt) = =gy H ) 20 m

Lema 4.5 Suponha que S > 0 e seja ¢(-) uma funciio ndo negativa, ndo decrescente e local-
mente integravel em [0,7"), para algum 7" < co. Seja g(-) uma fungéo continua, ndo negativa,
ndo decrescente definida em [0,7") e M > 0 tal que g(t) < M. Seja também u(-) uma fungio

ndo negativa e localmente integravel em [0,7") tal que

u(t) < c(t) + g(t)/o (t — s)Lu(s)ds,
em [0,7). Entdo u(t) < c(t)Es(g(t)['(B)t°).

Proposicao 4.2 Seja f(¢,z,\) continua em (¢,z,\) e localmente Lipschtz em x (uniformemente

emt e \)em [to,t1] X D X {||A = X\o|| < ¢} onde D C R™ é um conjunto convexo. Seja y(t,\o)
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uma solu¢@o do Problema de Valor Inicial

“Dix(t) = f(txMo)
Qf(to,)\o) = Y € D.

Suponhamos que y(t,\g) € D, para todo ¢ € [to,t;]. Entdo dado € > 0 existem § > 0 e Unica

z(t,\) solug@o do Problema de Valor Inicial

“Dix(t) = f(t,x,\)
I(to,/\) = 20

definida em [t(,t1] tal que se ||zo — yo|| < & e || — Xo|| < 0. Entdo ||2(t,\) — y(t,\o)]| < &,
para todo t € [to,t1].

Demonstracio: Pela continuidade da solugio y(¢,)\¢) em ¢ e a compacidade do intervalo [¢g,t1],
temos que y(t,\g) é limitada em [tg, t1].

Defina o conjunto U = {(t,x) € [to,t1] x R" : |Jz —y(t,\0)|| < €} e suponha que
U C [to,t1) x D. Se U € [to,t1] x D, podemos escolher ¢; < ¢ tal que U C [to,t1] X D. O

conjunto U é compacto, pois seja {x, } uma sequéncia em U. Logo
Hxn - y(taAO)” < €,
para todo n € N. Como z,, — x obtemos

lim [z, —y(tho)| <& = | lim 2, —y(t,h)] <&
n—00 n—o0
= |z —ytr)ll <

= xeU

Logo, U ¢ fechado e portanto é compacto. Com isso, f(¢,2,\) é Lipschitz em x € U com
constante de Lipschitz L. Pela continuidade de f em \, para qualquer n > 0 existe 5 > 0, ( <

c) tal que

||f(t,£(],)\) - f(taxa)‘O)H <,
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para todo (t,z) € Ue ||A — A\o|| < . Sejan < e e ||zo — yo|| < 1. Considere o problema

C _
Dix(t) = f(ta,\), (4.9)

ZL’(to) = 205

Pelo teorema de Existéncia e Unicidade, existe uma unica solugio z(¢,\) para o PVI
definida em [to,tp + A]. Considere o intervalo [to,7] em que (7 < 1), entdo y(t,\g) é solucdo

de

CDQQZ@) = f(t7x7/\0>7

.T(t()) = Yo,

e z(t,\) é solugdo de

Cqu(t> = f(tvxv)‘>7

ZL‘(to) = 20-

Portanto, y(t,\) e z(t,\) s@o solu¢des das equagdes integrais, respectivamente

y(tho) = ot / =" (s, h0) Ao )ds

o Tlg
((t)) = zo+/t %f(s,z(s,)\),)\)ds.

Logo, para t € [ty, 7| e usando o fato que f é Lispchitz obtemos que

12(£,A) — y(£.A)l <

< lzo—yoll + ﬁ / (= )T (5,25 0)0) — F(s:5(5.00).00) s
< ”ZO - yOH + ﬁ/t (t - S)qile(SaZ(S?)‘)?)‘) - f(S,]J(S,)\o),)\)HdS
+ﬁ / (t— ) F(s(5.20).N) — F(s.(5.20).20)l|ds

IN
&
|
<
=
+

g = L) — pts o)

1 t
+—— [ (t=3)T" A= Xolds
) L €= 9=l
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0t (t — to)in + / (t— )7 2(5.0) — y(s.00)]|ds

L
['(q) to

< <1 + ﬁ(f - to>q) + %/ (t — 5)7"|2(5.0) — y(s.20)lds.

to

1
I(g+1)

Pelo Lema4.5] temos

It —y(tN] < 1 (1 i to>q> Ey(L7).

I(g+1

Pelo fato de y(t,\o) ser limitada em [to,7) vem

&M< 12(8A) =y o)+ lly (o) || < k(7).

Utilizando esse fato, podemos estender a solucdo até 7 = {;. Tomando
M=1+ ﬁ(T —to)len= 7, (L) fesulta que

||Z(t7>\) - y(tuAO)” <g,

desde que ||z0 — yo|| < d e [N — No|| < d parad = min{n,5}. m

Lema 4.6 Se z(-) é solucdo do sistema

C _
Diz(t) = f(t,z,)), (4.10)

Z(to) = Ug,
entdo, z(.) € C°”.

Demonstracdo: Inicialmente é facil ver que a solugdo do PVI (#.10) € equivalente a equacgdo

integral
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Sejat; <,
Jattah) = (00| |
- / “‘3 F(s.2(5.0))ds — / %f(s,z(m))dsll

M " qg—1 _ _Sqfl s ﬂ " _Sqfls
< W/ (t— 577" — (11— 5) “*nq)/tl (ts — 5)11d

Fazendo a mudanca de varidvel ¢; — s = u;,7 = 1,2, respectivamente, e mudando os limites de

integragdo e usando o Lema[4.2] obtemos

12(t2,A) — 2(t,A) || =

M ( to—to . 1d t1—to . 1d to—t1 . 1d
< — Uy u2—/ uy u1+/ Uy U2)
F(Q) to—t1 ? 0 ! 0 ?

B M ug t2*to_ u? t1—to c21t2 t1
D) \ e, @l q
M
= ———((ta—to)? — (t1 — to)"
oy (ta = 0 = (0= 1))
M
< [ty — to — (t1 — to)]*
< Fppyltto— (=)
M
= ——(ty —11)%
F(q+1)(2 1)

Portanto € de Holder. m

O préximo resultado € um resultado de diferencidveis para funcdes escalares.

Teorema 4.10 Consideremos o sistema escalar de ordem fraciondria

CD(t) = fltu),qe€(0.1),

U(to) = U,

f é localmente Lipschitz em u(-), paratodot > 0 e todo u(-) € J C R. Seja [to,T) (T < 00) 0
intervalo maximal de existéncia de u(-), e suponhamos que u(t) € J, para todo t € [ty,T"). Seja

v(-) € C% com q < v < 1, satisfazendo

“Duw(t) < f(tw(t)),

’U(to) = U,
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comv(t) € J, paratodo t € [t,T"). Entdo v(t) < u(t), paratodo t € [to,T).

Demonstracao: Consideremos o problema auxiliar

CDiz(t) = f(t,z(t)) + A

Z(to) = Uy,

onde A > 0, em qualquer intervalo [tg, ¢;]. Pela Proposicdo dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal

que se A < ¢ entdo a tnica solugdo z(t,\) definida em [to, ¢;] satisfaz
|z(t,A) —u(t)| < e, (4.11)

para todo ¢t € [to,?1]. Inicialmente vamos mostrar que v(t) < z(t,\), para todo t € [tg,t1]. A
demonstracao serd feita por reducio ao absurdo. Suponhamos que o fato anterior ndo acontece,
entdo existem a,b € (to, ;] tal que v(a) = z(a, A) e v(t) > z(t,\) para a < t < b. Defina
m(t) = v(t) — z(t,\). E facil ver que m(t) < 0, para todo t € [ty,a] e que m(a) = v(a) —
z(a,\) = 0.

Logo, pelo Lema[4.4] temos

“Di(m(a)) = "D"(m(t) —m(to))|i-a

(& — to)_q > O

= ED"m(t)]1—a — m(to) g 2

Entao,

“Diw(a) > “Di2(a,\) = f(a,z(a,)\) + X > f(a,v(a))
“Di(a) > f(aw(a))

o que é uma contradi¢do.
Agora vamos mostrar que v(t) < u(t), t € [to,t1]. Se a afirmag@o ¢ falsa, existe a €

(to,t1] tal que v(a) > u(a). Sejaec = !

v(a) — z(a,\) = v(a) —u(a) + u(a) — z(a,\). (4.12)
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Mas pela Desigualdade (#.11)) temos que

u(t) — z(t,\) > —e,

logo da Equagdo (#.12)) obtemos que

v(a) = z(a,A) = 2e+u(a) = 2(a,))

> 2e—€e=¢

isso contradiz o fato de que v(t) < z(t,\). Como o resultado é verdadeiro para qualquer in-
tervalo compacto, nés podemos concluir que a desigualdade acontece para todo t > t;. Com
efeito, se a desigualdade nao acontece para todo ¢t > ¢y, podemos tomar 7" < oo como o pri-
meiro valor ao qual a desigualdade é falsa e A > 0. Portanto v(t) < u(t) paratodo t € [ty,T)
e por continuidade v(7") = u(T') e v(t) > wu(t) parat € (7,7 + A]. Portanto, pelo mesmo
argumento usado na discussdo de [t(.t;] também funciona em [to,7]. m

No proximo teorema enunciamos um resultado de comparacao para sistemas de equa-

coes diferenciais de ordem fraciondria, para isto, introduzimos a seguinte defini¢ao.

Definicdao 4.8 Um vetor v é ndo negativo (respectivamente positivo) se toda componente v;, i =
1,...,n, é ndo negativa (respectivamente positiva). Denotamos um vetor ndo negativo (respec-

tivamente positivo) por 0 >> v (respectivamente 0 << v).

Observacio 4.4 Sejam u = (uy, us, ... uy,),v = (v1, V9, ...,0,) € R" dizermos que v << u,

isto é, v precede u € equivalente a dizer que u; > v;, 1 =1,2,...,n.
Teorema 4.11 Considere o Problema de Valor Inicial

“Diz(t) = f(ta(t)),

QT(tQ) = X,

emque f : [to,T) X .#4 — R"™ é uma fungdo continua em ¢, . C R™ é um subconjunto aberto,

0 € .# e existe uma constante L > 0 tal que para todo v’,u"” € Q C .,

| f(t,u) — f(tu")]| < Liju" — "], (4.13)

para todo ¢ € [ty,T"). Seja u(t),t € [ty,T) uma solu¢do do Problema de Valor Inicial, se existe
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um vetor

v=(vi,...,0m): [to,T]) = M talque v; € CO q<v<1l,i=1,....n,€
“Dlu(t) << f(tw(t)),t € [ty, 00),

entdo v(ty) << ug,ug € A, implica que v(t) << u(t),t € [to,T).

Demonstracao: Considere o seguinte sistema

CDiz(t) = f(t,2(t) + \E,
2(0) = o,

onde \ é uma constante ¢ £ = (1,...,1)7. Para um intervalo compacto [to,t;] pela Proposi¢io
4.2] para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que se A < 0, entdo existe uma tnica solucdo z(t,\)

definida em ¢ € [to,t1], com
|2(6,A) — u(t)||ar < e, (4.14)

paratodo ¢ € [to,t1], em que anorma || - ||5; := max{|-|,...,| - |} definido como o valor mdximo

dos componentes. Inicialmente vamos mostrar que
v(t) << 2(tN), (4.15)

para todo t € [to,t1]. Suponha que a afirmacgéo dada em (4.15)) seja falsa, entdo pode haver
a,b € [to,t1] de tal forma que para pelo menos um i € {1,...,m}, ocorra v;(a) = z/(a,\),
vi(t) > zi(t,\) e v;(t) < z;(t,\) paratodo t € (ab], j # iej = 1,...,m. Seja o conjunto
m;(t) = v;(t)—2z;(t,\). Por discussdo semelhante a da demonstragdo do Teorema[4.10| obtemos

“Div;(a) > Di2%(a,)\) = fi(a,z(a,\)) + X > fi(a,z(a,\)), (4.16)

o que contradiz a desigualdade D¢ v(t) << f(t,v(t)), desde que z;(a,\) = v;(a).
Provaremos agora que v(t) << wu(t) para todo ¢ € [t,t1]. Novamente, suponha que essa afir-

magdo ¢ falsa, entdo pode haver a € (%y,t;] e pelo menos um i tal que v;(a) > u;(a). Tomando
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€= I e usando a Equacao (4.14)), temos

vi(a) — zi(a,\) = vi(a) — wi(a) + ui(a) — z(a,\) > €,

o que contradiz o fato de que v;(t) < z(t,\) para todo t € [tg,t1]. Assim mostramos que
v(t) << u(t) e concluimos que isso € verdade para ¢ € [to,t;]. Se ndo fosse, tomemos T < oo
e A > 0. Dai resulta pela continuidade que v(t) << w(t) para todo t € [ty,T'), v;(T) = u;(T)

e v;(t) > w;(t), t € (T,T + A]. Entdo a mesma discussao para [to,t;] vale para [ty,T]. m
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5 ESTABILIDADE DE LYAPUNOV E APLICACOES

Recentemente, sistemas de equagdes de ordem fraciondria tem recebido notéria impor-
tancia na literatura devido a grande utilidade desse tipo de teoria no estudo de problemas das
areas da Fisica, Epidemiologia, Teoria do Controle, Sismologia, Materiais, entre outras areas,
para mais informacgdes podemos consultar as referéncias (PODLUBNY, 2002), (CAPUTO,
1992), MACHADO, 2003), (MATIGNON, 1996), (POOSEH, RODRIGUES, TORRES, 2011)
e (CHEN, 2006). Nesta secdo vamos discutir a teoria de Estabilidade de Lyapunov (KHALIL,
1996) adaptados para sistemas de ordem fraciondria e faremos o estudo da estabilidade assinto-
tica para os pontos de equilibrio endémico e livre da doenga para um sistema epidemiolégico do
tipo SIR que modela a transmissdo da Dengue. Este tipo de sistema de ordem fraciondria ja foi
estudado na literatura do ponto de vista numérico (POOSEH, RODRIGUES, TORRES, 2011)
e (DIETHELM, 2013). Entretanto, este tipo de modelo ndo foi tratado ainda na literatura sobre
o ponto de vista da Teoria de Lyapunov para sistemas de ordem fraciondria, desta forma, esta
¢ a principal motivacao cujas as principais referéncias sao (AGUILA-CAMACHO, 2014), (LI,
CHEN, PODLUBNY, 2010) e (VARGAS—DE—LEON, 2015). De acordo com Li, Chen (2010),
para sistemas nao lineares de equacdes de ordem fraciondria, o método direto de Lyapunov
fornece-nos uma maneira de analisar a estabilidade desse tipo de sistemas sem explicitar as

solugdes, desde que, exista alguma candidata a fung¢ao de Lyapunov.

5.1 ESTABILIDADES PARA SISTEMAS FRACIONARIOS

Sistemas de equacdes diferenciais ordindrias instavel, pode ser estavel se estivermos es-
tudando um problema semelhante no contexto de equagdes de ordem fraciondrias. Para mostrar

esse fato, vamos considerar o seguinte exemplo.

Exemplo 5.1 Comparemos os dois seguintes sistemas com a condi¢@o inicial z(ty) para 0 <

v<l.

—x(t) = vt !, (5.1)
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§Djx(t) = vt 0<q<l1. (5.2)
As solugdo analiticas dos Sistemas de Equagdes Diferenciais Ordindrio e Fraciondrio (5.1 e
1| respectivamente, sdo t + z(ty) e % + x(tp). Podemos ver que o Sistema de
Ordem Inteira (5.1)) € instdvel para v € (0,1). Entretanto, o Sistema de Ordem Fraciondria (5.2)

€estivel paral < v <1 —gq.
5.1.1 Conceitos de Estabilidade para Sistemas de Ordem Fracionaria

Nesta secdo, discutimos o conceito de estabilidade para sistemas ndo autdbnomos de
ordem fraciondria. Uma observag¢do importante, é que em sistemas de ordem fraciondria as
solugdes ndo satisfazem a propriedade cldssica de fluxo ou sistemas dindmicos (LI, CHEN,
PODLUBNY, 2010). Portanto ndo podemos usar esse argumento para a demonstragdo dos
resultados de estabilidade como sdao provados no contexto de Equagdes Diferenciais Ordindrias.
Em virtude desse fato, abordamos a Teoria de Estabilidade de Lyapunov via func¢des de classe

K.

Definiciio 5.1 Um ponto z é chamado de ponto de equilibrio do sistema fraciondrio (.1))
quando

f(t3) =0, (5.3)

para todo t > t.

Note que a equagdo (5.3) deve ser satisfeita t > t,, implicando que o PVI (#.1)) deve
ser capaz de ficar no ponto xy durante todo o tempo ¢. Por exemplo, para um sistema que varia

linearmente no tempo € facil de ver que:

“Dix(t) = A(t)z(t),

tem a origem como o dnico ponto de equilibrio, a menos que A(t) seja sempre ndo singular, ou

seja, det A(t) # 0, para todo t.

Observacao 5.1 Por conveniéncia, é possivel fazer uma translagdo de um ponto de equilibrio
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qualquer z do PVI para a origem de R"”, fazendo a seguinte mudanca de varidveis
Yy=r—T=>r=yYy+2T
Desse modo, o PVI (#.1)) serd dado da seguinte maneira
“Diy(t) = “D(x(t) — 7) = f(t.a(t)) = f(ty(t) + ) = g(t.y(1))
Logo, o PVI (.1)) no equilibrio satisfaz a seguinte identidade

g(t,0) = f(t,z) =0

Exemplo 5.2 O sistema ndo autdbnomo fraciondrio segundo Caputo

CDIx(t) = —A(t) ——
() = ~ Al

tem um ponto de equilibrio zy = 0. Entretanto, o sistema

T

“Dix(t) = —A(t) o

+b(t)

com b(t) # 0 ndo tem ponto de equilibrio e, podemos considerar como um sistema sob pertur-

bacdo externa b(t).

A teoria de Lyapunov (SLOTINE, 1991) foi desenvolvida principalmente para estudar a
estabilidade de sistemas nao lineares no que diz respeito as condi¢des iniciais.

Agora veremos a defini¢do de conjunto interior e os conceitos de estdvel, instdvel, as-
sintoticamente estdvel e exponencialmente estavel para sistemas ndo autonomos. Para isso, serd

fundamental incluir o tempo inicial ¢y nas defini¢des.

Definicao 5.2 Dado um conjunto X C R”, um vetor x € X € dito ponto interior de X se
o
existe 0 > 0 tal que Bs(z) C X. O conjunto dos pontos interiores de X é denotado por X e é

denominado de interior de X.

Definicao 5.3 O ponto de equilibrio x € estavel no tempo ¢, se, para todo R > 0, entdo existe
r(R,ty) tal que
lz(to) — z|| <7 = [lz(t) -z < R, (5.4)
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para todo ¢t > ¢,. Quando (5.4) ndo ocorre, ou seja, quando o ponto de equilibrio Z ndo ¢ estdvel,

dizemos que 7 € instavel.

A Defini¢do significa que qualquer solu¢do que se inicia numa bola arbitrariamente
pequena de raio r, mantém sua trajetéria numa bola arbitrariamente pequena de raio R.
Ja o conceito de assintoticamente estavel pode ser definido para sistemas ndo autdonomos

da seguinte maneira:

Definicao 5.4 O ponto de equilibrio = € assintoticamente estavel quando
a) T é estavel,

b) Existe r(t9) > 0 tal que, se ||xz(to) — Z|| < r(ty), entdo

[(t) — 2] = 0,

quando ¢ — oo.

Desse modo, a estabilidade assintética requer que exista uma regido de atragdo para um

dado tempo inicial.

Definicao 5.5 O ponto de equilibrio z é globalmente assintoticamente estavel se para todo
x(to), temos que

z(t) = &, quando t— oc.

Definicio 5.6 Uma fungdo escalar continua V' () é localmente positiva definida se V' (0) = 0

e, em uma bola Bp, tivermos

r#0=V(z)>0

Se V(0) = 0 e as propriedades acima valem para todo o espaco de solucdes, entdo V' (x) é

globalmente positiva definida.

Observacao 5.2 Alguns conceitos relacionados podem ser definidos de maneira semelhante,

tanto no sentido local como no global, isto €,
a) afuncdo V(z) € negativa definida se —V/'(x) for positiva definida.

b) V(x) é positiva semi definida se V(0) = 0e V(z) > 0, paraz # 0, e
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¢) V(x) é negativa semi definida se —V'(z) é positiva semi definida.
O prefixo “semi” é usado para se referir a possibilidade de V' (x) ser igual a zero quando x # 0.

Esses conceitos podem ter significados geométricos semelhantes aos de fungdes posi-
tivas definidas, além disso, definimos o conceito de funcdes localmente positiva definida de

outros modos como na proxima defini¢ao e também de fun¢des decrescentes.

Defini¢do 5.7 Uma fungdo escalar V' (¢,z) variante no tempo é localmente positiva definida se
V(t,0) = 0 e existir uma fun¢@o localmente positiva definida invariante no tempo W (z), tal
que, para todo t > t, temos

V(t,z) > Wi(x).

Entdo, a fungdo variante no tempo € localmente positiva definida se ela domina uma fungdo
localmente positiva definida invariante no tempo. Fung¢des que sdo globalmente positivas defi-

nidas sdo definidas de modo semelhantes.
Observacao 5.3 De maneira andloga, temos:
a) afungdo V (¢,x) é negativa definida se —V'(¢,x) for positiva definida,

b) V(t,x) é positiva semi definida se dominar uma fungdo positiva semi definida invariante

no tempo,
c) V(t,r) é negativa semi definida se —V/(¢,x) for positiva semi definida.

Defini¢do 5.8 Uma funcdo escalar V' (¢,x) é decrescente se V(¢,0) = 0 e existir uma fungéo

positiva definida invariante no tempo W5(z) tal que

Vit Z to, V(t,l’) S WQ(.T)

Em outras palavras, a funcio escalar é decrescente se for dominada por uma funcio positiva

definida invariante no tempo.

A seguir apresentamos a defini¢ao de Funcdo de Lyapunov, sendo este conceito um dos

principais elementos para esta teoria de estabilidade (TEWA, DIMI, BOWONG, 2009).

Defini¢do 5.9 Uma funcdo V' (¢,x) positiva definida, continuamente diferencidvel que é decres-

cente ao longo ds trajetdrias de (4.1]) € uma Funcdo de Lyapunov para o PVI .1).
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Agora, definimos uma classe importante de fungdes que serdo tteis.
Defini¢do 5.10 Uma fungdo continua « : [0,a) — [0,00) é de classe K se:
a) «(0) =0
b) «a(r) > 0, para todo r > 0,
¢) « é uma funcgdo estritamente crescente.

Além disso, se a = 0o e a(r) — oo quando r — oo, entdo «f-) € dita ser de classe K.
Exemplo 5.3 (Exemplos de funcoes de classe K e K .)

a) a(r) = arctg(r) é estritamente crescente, pois o/(r) = = > 0, logo € de classe K.

Mas nio € de classe K, pois lim a(r) = § < oo.
r—00

b) a(r) = r¢ para algum nimero real positivo ¢ > 1, a(-) é estritamente crescente se
o/ (r) = ere™! > 0, logo € de classe K. Além disso, lim a(r) = oo, portanto € de classe
r—00

K.

O lema a seguir nos fornece algumas propriedades de funcdes de classe K e KL que

serao necessarias.

Lema 5.1 Sejam () e ay(-) fungdes de classe K em [0,a), as(-) e ay(-) fungdes de classe

K. Seja a; () ainversa de o;(+), i = 1,2,3,4. Entio,
a) a; ' édefinidaem [0, (a)) e é de classe K,
b) a3’ é definida em [0,00) e é de classe K.,
C) aq o ap é de classe K,

d) asz o ay édeclasse K,

Demonstraciio: Primeiramente provemos que a fungio ;! é de classe K. Segue de maneira
andloga para se provar que a funcdo a; ' é de classe K. Sendo assim, sabemos que o :
[0,a) — [0,00), entdo pelo Teorema 13 (disponivel em (LIMA, 2010) p. 237 e (LIMA, 2014)),
na qual a injetividade e continuidade de uma fun¢do implica em monotonicidade e inversdo,

temos que a; " : [0,a1(a)) — [0,00).
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a) 0=0a1(0) = a;*(0) = a; (a1(0)) = 0= a;*(0) = 0,

b) Seja R € (0,a;(a)), entdo existe 7 > Otal que a; (r) = R > 0. Desta forma, a;* (o (1)) =
o' (R) = a7 (R) =r > 0.

¢) Sejam Ry, Ry € (0,a1(a)), tais que Ry < Ry, entdo existem ry, ro > 0 com oy (ry) =
Ry, aq(rs) = R,. Portanto 1y < ro, caso contrario, se
r1 > 1o entdo a(ry) > «(ry), desta forma teriamos Ry > R, contradi¢do. Do ante-

rior segue que

r<ry = ozfl(oq(ﬁ)) < Oéfl(oél(rz))

= o' (R1) < a;'(Ry).

Portanto a~! é decrescente.

Vamos provar que a composicao de fungdes de classe K € de classe /K, ou seja, oy o ap € de

classe K. Segue de maneira andloga para provar que g © uy.
a) aj 0 a(0) = ay(a2(0)) = a;(0) =0,

b) as(r) =R >0comr >0e«a;(R) =R com R > 0, entdo

ar o ag(r) = ai(ae(r)) = ar(R) = R

C) ay o ap € estritamente crescente, ou seja,

T >T9 = 042(7"1) Z 012(7’2)7
= o(aa(r)) = ar(az(r2)),

= Q10 OéQ(T’l) Z Q1 O Oég(’l"z).

O seguinte lema nos fornece a relacdo entre fungdes de classe K, fungdes decrescentes

e positivas definidas.

Lema 5.2 A fungdo V (t,x) é localmente (ou globalmente) positiva definida se, e somente se,

existir uma func@o « de classe K tal que V' (¢,0) =0e

V(t,x) = alllz]),
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Vt > 0ex € Bg, (ou todo o espago de solugdes)
A fun¢do V (¢,x) é localmente (ou globalmente) decrescente se, e somente se, existir

uma fungdo J de classe K tal que V(¢,0) =0e

V(tz) < B(llz),

Vt > 0 ez € Bg, (outodo o espago de solugdes).

Demonstracao: 1? Parte: Vamos provar a equivaléncia existente entre funcgdes de classe K e
positivas definidas.

(<) Seja a(-) uma fungao de classe K e sabemos que

V(t,x) = aflz]]),

além disso, a(-) é uma fungao positiva definida invariante no tempo e,
a) a([|0]}) = «(0) = 0,
b) «a(]|z]|) > 0, como ||z|| > 0,Vx # 0.

Logo V' (t,z) domina uma fungéo positiva definida invariante no tempo, o que a caracte-
riza como positiva definida.

(=) Sabemos que V'(t,x) é uma fungdo variante no tempo e localmente positiva defi-
nida. Segue direto da defini¢do que V(0,£) = 0 e que V(t,x) > Wi(z), sendo W;(x) uma
funcao positiva definida invariante no tempo.

Defina a fung@o a(-) da seguinte maneira

a(p) = inf  Wi(x),

p<[lzl|<R

Iremos mostrar que «(+) é uma fungdo de classe K, ou seja

a) «(0) = inf Wi(z)=0,

0<]lzl|<R

b) a(p) = inf Wi(z) >0,

p<|lz]|<R

Pois, Wi (x) é uma fung¢do continua por defini¢do e ndo nula, exceto em 0. Sabemos que «(-) é

continua (KHALIL, 1996). Considerando p; < ps entdo

inf Wi(r)< inf Wi(x)=« < a(py),
il Wie) < b Wi(@) = alpy) < alp)
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Logo, «(-) é¢ uma fungdo de classe K.
2% Parte: Vamos provar a equivaléncia existente entre fungdes de classe K e decrescen-
tes.

(<) Seja ((.) uma fungdo de classe K e sabemos que

V(tz) < B(llzl),

além disso, 5(.) é uma fungdo positiva definida invariante no tempo e,
a) ([|0f)) = 8(0) =0
b) 5(||z||) > 0, como ||z|| > 0,Vx # 0.

Logo V/(t,z) é dominada por uma fungéo positiva definida invariante no tempo, o que a
caracteriza como decrescente.

(=) Sabemos que V (t,z) é uma fungdo variante no tempo e decrescente. Segue direto
da definicdo que V' (0,t) = 0 e que V(t,z) < Wy(x), sendo Wy (x) uma fungdo positiva definida
invariante no tempo.

Defina a fung@o f(.) da seguinte maneira

B(p) = sup Wy(x)

0<|lz||<p

Iremos mostrar que 5(.) € uma funcéo de classe K, ou seja

a) f(0) = sup Wy(x) =0

0<||=]|<0

b) B(p) = sup Wy(x) >0

0<|lzl|<p
Pois, W5(x) é uma fungdo continua por defini¢do e ndo nula, exceto em 0. Sabemos que (5(.) é

continua (??). Considerando p; < py entdo

sup Wu(z) < sup Wa(z) = B(p1) < B(p2),
0<]|z||<p1 0<]|z]|<p2

Logo, 3(.) é uma fung@o de classe K. m

Lema 5.3 Se f é uma fungio continuamente diferencidvel em [0,00) e “D? f(¢) < 0, para todo
0 < ¢ < 1, entdo f é mondtona decrescente. Se “D?f(¢) > 0, paratodo 0 < ¢ < 1, entdo f é

mondtona crescente.
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Demonstracio: Pelo Lema 3.5 apresentado por Diethelm (2013) temos que © D f(t) = BD? f (t)—

t79£(0

ﬁ. Por f ser uma fun¢do continuamente diferencidvel em [0,00) e lim T'(1 — ¢) =
I'l—gq) g1~

1im+ ['(x) = 400 pelo Teorema 2.20 por Diethelm, (2013) obtemos que

z—0

lim CDIf(t) = Jim (Rqu (t) — %_(Oq))) = f'(t),

paracadat > 0, por “D?f(t) < 0, paratodo 0 < ¢ < 1 obtemos que f é monétona decrescente
em (0,00). Agora, vamos provar que f é monétona decrescente em [0,00). Por contradigdo,
se dado ¢t > 0 tal que f(0) < f(t), pelo Teorema do Valor Intermedidrio, para u tal que
f(0) < u < f(t) existe 0 < tg < t tal que f(tp) = u < f(t) isso contradiz o fato de f
mondétona decrescente em (0,00). Pelo mesmo argumento, vamos mostrar que f é mondtona
crescente em [0,00) desde que “D?f(t) > 0, paratodo 0 < v < 1. m

De acordo com o lema 5.2 temos o seguinte teorema, cuja demonstragdo original esta

disponivel em (CAMACHO, MERMOUD, GALLEGOS, 2014):

Teorema 5.1 Sejax = 0 um ponto de equilibrio do sistema ndo autdnomo fraciondrio de ordem
q segundo a definicdo de derivada de Caputo (4.1) e D C R"™ o dominio contendo x = 0.
Assumamos que existem uma fungdo de Lyapunov V' (t,z(t)) : [0,00) x D — R e fungdes de

classe K, o;(+), para i = 1,2,3 satisfazendo

ay([|lz]) < V(tx) < as(flz]), (5.5)

§ DV (t.a) < —as(||z]), (5.6)

paratodot > 0,etodoxz € D, 0 < g < 1. Entdo x = 0 € assintoticamente estivel.

Demonstracao: A derivada de V' ao longo das trajetdrias de (4.1]) € dada por
6DV (ta) < —as(|l2]])

Afirmagao: Dador > 0e p > 0talque B.(0) C Dep < Irhin a(||z||). Entao

el =r

o

{zr € B.(0) : au([|]}) < p} € B:(0)
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vamos supor que

o

{z € B.(0) : au([|]]) < p} £ B(0)

entdo existe p; € {x € B,(0) : ay(||z||) < p} e ||p1|| = r logo,

p < H}in ar([lz]]) < ar(flpill) < p=p <p,

|z||=r

o que é uma contradi¢do. Portanto, o resultado segue. Vamos definir o conjunto dependente do
tempo

., ={zr € B.(0),V(tx) < p}

como V' (t,z) < as(]|z]), temos
., = {x € B,(0),V(t,z) < p} D {z € B:(0), cx(|[z]]) < p} (5.7)

desde que as(||z]|) < p = V(t,z) < p. Do outro lado da desigualdade, temos «a(||z||) <

V(t,z) e de maneira analoga,
{z € B.(0), n(|lz]]) < p} C {z € B.(0),V(t,z) < p} =, (5.8)
Segue das desigualdades de (5.7) e (5.8) que
{z € B.(0), ca(||zl]) < p} €, C{x € B(0), an(z]]) < p} C B,(0) C D

para todo ¢t > 0.
Afirmagdo: Para algum zy € €2, a solugdo iniciando em (0,z,) permanece em €2, ,,
para todo ¢ > 0. Sabemos que Q;, = {z € B,(0),V(t,z) < p}, e DIV (t,z(t)) < 0 = Pelo

Lemma[5.3]V € mondtona decrescente, logo
t>0=V(tx(t) <V(0,2(0) =V(0,x9) < p=x(t) € Q,,

Portanto, a solucdo iniciando (0,z¢) € definida para todo ¢t > 0 e z(t) € B,(0) C D. Portanto
(5.5)) e (5.6) sdo verdadeiras sobre as solu¢des iniciando em (0,2¢) com z € B,.(0).
Das hipéteses (5.5) e (5.6)), temos que
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6 DLV (ta(t) < —as(a®)]) < —as(ay ' (V(ta (1),

portanto considere o seguinte desigualdade diferencidvel
DV < —as(ay'(V), V(0) =V(0.2(0)).

Pelo Teorema Principio de Comparagdo Fraciondria, temos que V (¢,2(¢)) é limitada por

uma unica solu¢do ndo negativa da equacao diferencial escalar

6 Djg(t) = —as(ay ' (g9(t))),  9(0) = V(0,2(0)), (5.9

Pelo Lema temos que as o o, - é uma fungio de classe K. Sem perda de generalidade,
podemos supor a3 o o, * é também de classe C'!, caso nio seja, podemos encontrar uma fungio
n de classe K e de classe C* tal que a3 0 a; *(r) > n(r) e proceder na demonstragio usando a
funcgao 7.

Segue da definicdo de ponto de equilibrio que g(t) = 0 para todo ¢t > 0, portanto
g = 0 é um ponto de equilibrio do sistema (5.9), vamos mostrar mais adiante que este ponto
de equilibrio ¢ assintoticamente estdvel. Por outro lado, como estamos supondo que a3 0 a, ' é
de classe C, logo é localmente Lipschitz, portanto qualquer outra solu¢do com g(0) > 0 ndo
se anula. Portanto g(t) > 0 emt € [0,00), temos que “D7g(t) < 0. segue do Lemma [5.3|que
g(t) < g(0) parat € (0,00).

Suponha por contradi¢cdo que ¢ = 0 ndo € assintoticamente estdvel, entdo existe uma

constante positiva € tal que g(t) > e parat > 0. Entdo segue que
0<e<g(t)<g(0), t<0 (5.10)
Substituindo [5.10/em [5.9] temos

—az(ay ' (9(t)) < —as(ey’(e)
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(a3 (€))

Emque 0 <[ = a3 . Entdo,

6 Dig(t) = —az(ay'(g(t))) < —lg(1).

Seja F(s) = ZL[E,(—It?)]. Pelo Teorema temos que F'(s) = jz;ll, por outro lado,

pelo Lema [3.3] temos que

q-1 q
lim E,(—t?) =limsF(s) = lims i = lim —— =0
t—+o00 s—0 s—0 8941 s—0 89 + [

Portanto,

g(t) < g(0)E,(—1t?) — 0 quando t — +o0.

O que contradiz o fato de que g(t) > €. Baseado nas discussdes de ambos os casos, temos que

g(t) tende a 0 quando ¢ — oo. Portanto

l=@®) < ar ' (V(£2())) < oy ' (g(t)).

Do fato anterior e das propriedades de funcOes de classe K segue que tlim z(t)=0.m
—00

5.2 MODELO SIR-SI FRACIONARIO DA DENGUE

Utilizando as hip6teses apresentadas na se¢do de Conceitos Epidemioldgicos, o sistema

de equacdes diferenciais fraciondrias segundo Caputo ndo linear para a Dengue é dado por:

( §D!S, = RN, — Nhﬂ]—li—bmshjv — UpSh,
§Dln, = Nhﬁibmsh[v — (pn + ) ns
SD{Ry, = ~I — R, (5.11)
SDIS, = o= o Suly— S, €
b
\ §Dl1, = Nhﬂ—i- mS”Ih — iy L.

Os pontos de equilibrio do sistema serdo:

a) Livre da doenga: E° = (SP.I) RY S°.10) = (N,,0,0,N,,0)

vITV



107

b) Endémico: E* = (S;,I;,R;,S:, 1)), em que,

. §F — B pin Na (gpn B +vH po)
h ™ pqApn Ry +pm (qun R+ ) o’
R*
_ I* — HKn ity
h Yo
- R Yh(Ro—1)

h = Bub(un+n) 2 (Np+m)2 e (BrbA+pinps)

- S = YA
v qpn Ry +vnp0’

* qApn Ry,
v apn Ry +vnpo

Observacao 5.4 Os pontos de equilibrio livre da doenca e endémicos e o parametro Razao de
Reprodugdo Bésica sdo os mesmos para os Sistemas e independente da ordem das

derivadas adotadas.

Definicao 5.11 Um conjunto €2 é positivamente invariante se toda solucio que se inicia em

algum ponto em €2 permanece em €2 durante todo o tempo ¢ > 0.

Teorema 5.2 Seja (S, I, Ry, Sy, ;) uma solugdo do sistema fraciondrio (5.11)) com condi¢io

inicial (S;(0), I,(0), R4 (0), S,(0), I,(0)) em R, e o conjunto compacto
Q= {(Siu[h,Rh,Sva]v) € ]Ri_ S, I+ Ry < NpyeS,+1, < Nv}.

Entdo, (2 é um conjunto positivamente invariante.

Demonstracao: Para demonstracio destes resultados serd feito a mudanca de varidvel

— Sh — ]h — Eh — SU
Sy=2t Ty=-L Ry=-275,=22
TN PN T TN N,

e também a mudanca Ry, =1 — S5, — I, e S, = 1 — [, para transformar o modelo 1i em
um sistema equivalente de trés equacodes. Para esse novo sistema, a regido de invariancia sera

dada por
Q= {(gh,Th,Tv) S Ri 0L ?h —{—Th <10 STU < 1} .

Sendo assim, vamos denotar por

Q= {(SnIn1,) €R:: 5, >0, >0, >0},



108

Seja F : 2 — R? o campo de equagdes como sendo

F (gh 77h 7Tv>

_ BubN, — - _ BN,
— (1 -5, - 0% ST — (4 )T
([I,h( Sh) mSh v (,uh 7) hs

Ny +m

(1—T,)T, - MJU) |

Como F é de classe C' e Q é um conjunto compacto, temos que F serd globalmente
Lipschitz.

Por outro lado, se (S;,(0),7,(0),1,(0)) € eixo S, = {(S5,0,0) : S, >0} (do mesmo
modo, define-se o eixo I, e o eixo I,), entdo analisando o campo de equacdes F' no eixo Sh
temos

F(Sn,InIv) = (n — pnSr,0,0).
Aplicando a Transformada de Laplace com parametro A\ temos que

Na—(1+q) \e—1

Z[Snt)] =
[5(2) N AT

S1(0).
Pelo Teorema [3.13] temos

Sh(t) = pnt" B gar (—pnt?) + By (—pnt?)Sh(0).
Sendo assim, a solucao

(SaO.Tn(0).Tu(1)) = (1t By (—pnt?) + Ey(—p14t7)51(0).0,0).

Pelo Corolario o eixo S,(t) € um conjunto positivamente invariante. Do mesmo modo,

analisando o campo de equagdes F no eixo I (t) temos

F(ghjhjv) = (pn, — (oo + W)Thao)-

Assim,

_ _ _ _ 4
OCDgSh(t) = Wn = Jq(()ngSh(t) = Jq,uh = Sh(t) - Sh(o) - Mhm-

t4

Como Sp,(0) = 0 temos Sy(t) = uhm.

Aplicando a Transformada de Laplace com
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parametro A temos que
P —
L || = ——1,(0).
rh] /\q‘|‘(,uh+’}/) h( )
Pelo Teorema [3.13] temos
In(t) = Eqa(—(pn + )t 14(0).

_ _ _ td _ _ 14
a = [E— — q 1 -
A SOlugaO (Sh(t)>[h(t)>[v(t)) (:uh F(q T 1) 7Eq71( (:uh + V)t )[h(O),O) € QJr: Po1S Ly F(q + 1) >

0e E,1(—(un +7)t9)1,(0) — 0 quando t — co. Ou seja, obtemos que a solugio iniciando no

eixo ), permanece em ). Analisando o campo de equacdes no eixo I, temos
F(§h77hajv) = (,uhaoa - ijv)v

de maneira andloga como foi feito para o eixo [ para o campo de equacdes no eixo [, temos

que a solucao

_ — t4

(Sh(t)alh(t)jv(t)) = (Mhm707Eq,1(_,uvtq)7v(0>>) € §+7

q

g+1) B
que a solugdo iniciando no eixo [, permanece em 2 .

devido ao fato de > 0e By (—put?)I,(0) — 0 quando t — oo. Ou seja, obtemos
Desse modo, toda solucdo que se inicia em algum dos eixos permanece em €.

Em seguida, iremos provar que o conjunto ), é positivamente invariante. Vamos supor
por contradigdo que existe uma solugdo (S, (t),1,(t),1,(t)) tal que (S4(0),1,(0),1,(0)) € Q.
mas que escapa de ), . Sabemos pela unicidade de solugdes que (S}, (t),11(t),I,(t)) ndo cruza
0s €ixos pois sendo a solugdo nio escaparia de 2. Sendo assim, temos trés possibilidades:
(i) Se a solugdo (S}(t),1,(t),1,(t)) escapa pelo plano Sj,(t) = 0, entdo existe t, tal que
Si(te) = 0, In(tg) > 0e I,(ty) > 0 e paratodo t > t, suficientemente préximo de t, te-
mos que S}(t) < 0. Por outro lado, a derivada § ngh’t:to = up > 0. Pelo Lema obtemos
que Sy(t) > Sy (to) > 0 para todo ¢ suficientemente préximo de #y. O que é uma contradigio.
(ii) Se a solugdo (S (t),I4(t),1,(t)) escapa pelo plano I,(t) = 0, entdo existe #, tal que
Si(te) > 0, In(tg) = 0 e I,(ty) > 0 e para todo t > t;, suficientemente préximo de t; te-

BrbNy —

mos que 1(t) < 0. Por outro lado, a derivada 3D37h|t:to = SyI, > 0. Pelo Lema

m
obtemos que 1, (t) > I,(ty) > 0 para todo ¢ suficientemente préximo de to. O que é uma

contradicao.

(4ii) Se a solugdo (S} (t),I(t),I,(t)) escapa pelo plano I,(t) = 0, entdo existe t, tal que
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Sh(te) > 0, I,(to) > 0e I,(ty) = 0 e para todo t > t, suficientemente préximo de t, temos

bN, -
Pu0N I, > 0. Pelo Lema 5.3
rtm

obtemos que 1,(t) > I,(ty) > 0 para todo ¢ suficientemente préximo de ;. O que é uma

que I,(t) < 0. Por outro lado, a derivada § D} T, |—, =

contradicao.
Logo, obtemos que Sy, (t) > 0, I;,(t) > 0e I,(t) > 0 paratodot > 0. Se 0 < S}, (0) + I,(0) <

1, entdo a partir das duas primeiras equagdes temos:

§D{(Sh+1n) = pn—pnSh— (un+7)1n
= Hn— thh - ,uhTh - ’YTh

< pn — pn(Sn + In).

Aplicando a Transformada de Laplace com pardmetro A temos que

2\~ (1+9) 21

LIS, +1,] < +
[Sh h}_MhAq"i_,uh A+ i,

(Sk(0) + 1,(0)).

Pelo Teorema [3.13] temos

ShA T < punt By g1 (—pnt?) + By (—pnt?) (Sw(0) + 11,(0)).
Como S;,(0) + 1,(0) < 1 obtemos
Sh+ I < it By g1 (—pnt?) + Egq(—ppt?) = 1.

Do mesmo modo, podemos mostrar que I,(t) < 1 se I,(0) < 1. Isso implica que Q é um
conjunto positivamente invariante. A partir do Coroldrio 4.4 qualquer solugdo que se inicia em
) é globalmente definida e tinica. Logo, o conjunto () serd positivamente invariante desde que
o conjunto € também seja. m

Para a demonstracdo dos préximos resultados, precisamos dos seguintes lemas que es-
tao disponiveis em (AGUILA-CAMACHO, 2014) e (VARGAS—DE—LEON, 2010), respectiva-

mente.

Lema 5.4 Seja z(t) € R* uma fungdo continua e diferencidvel. Entdo, para todo tempo ¢ > ¢,

%gpj [22(t)] < x(t)5, D]x(t), Vg € (0,1). (5.12)
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Demonstracao: A Desigualdade (5.12) € equivalente a

1
x(t)ngx(t) - Qgpjﬁ(t) >0, (5.13)

para todo ¢ € (0,1). Usando a Defini¢éo de Derivada de Caputo, temos que

C 14 _ 1 boal(s)
N eI A
Do mesmo modo,
lc 4 2/N 1 ! x(s)x’(s)
SO0 =i |, T
Da Expressio (5.13) temos que
1 boal(s) 1 b a(s)a'(s)
R [T T, T2
1 la(t) — x(s)] 2'(s)
® =g /to T ds >0 (5.14)
Definimos a varidvel auxiliar y(s) = x(t) — x(s), assim, 3/(s) = —z/(s). Da Desigualdade
(5.14) segue que
1 "y(s)(=y'(s))
o, e
1 "y(s)y'(s)
@F(l_q)/to (t—s) ds <0 (5.15)

Integrando pelo método de partes, temos

Entao,

1, 1 ! "1, q g1
kywkgquLgiégy@fajaw—@ <0e

y*(s) y*(to) q Eoy2(s
- [QF(l —q)(t - S)QLt T gt —to)7 | A(1—q) /to (=i =0 10
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Vamos analisar a indeterminagdo s = ¢ na primeira parcela da Desigualdade (5.16)

e 1 ) e
=t 2 (1 —q)(t —s)2  2I'(1 —q) s=t  (t — )¢
_ 1 lim 22(t) — 2z(t)x(s) — 2%(s) 0

2I(1 — q) s—t (t —s)a 0

Como ocorreu uma indeterminag¢do podemos aplicar a regra de L’Hospital, ou seja,

1 lim —2x(t)2'(s) + 2x(s)2’(s)
2I(1 — q) s—t q(t — s)a1
_ 1 lim [—2x(t)2'(s) + 2x(s)x'(s)] (t — s)174 o
2I°(1 — q) s—t q
Na Desigualdade (5.16) podemos escrever:
y(to) q RO
(1 — )t —fo)  27(1 —q) /to (t — syt =0 (5.17)

A Desigualdade (5.17) ¢ claramente verdadeira, portanto conclui-se a demonstragdo. m

Lema 5.5 Seja z(t) € R* uma fungdo continua e diferencidvel. Entdo, para todo tempo ¢ > ¢,

“D} |z(t) — 2" — 2" In <?)} < [1 — %} ¢ Dlx(t), (5.18)

r* € RT e paratodo ¢ € (0,1).

Demonstracao: Sabemos que ngJc* = ( e pela defini¢do de derivada de Caputo

w1 [
S0 = i

para todo ¢ € (0,1) e,

to¢t
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A Hipétese (5.18) € equivalente a

& Cp! [a:(t) — o —2'In (@)} - {1 - ‘U—} CDe(t) < 0

t,
0t T

t *
& —2*DlIn <i*)) + x—chm(t) <0

ot T x(t)to t —

1 x'(s T

_I* t ) * 1 t ZL‘/(S) )
STy / s T T ) / (R

e (a:(wr(ll —q) / <txl—(ss)>qu - ml— ) / <gc<t< B s>qd8> =Y

Logo, temos que provar que

1 boal(s) B 1 boa(t)a!(s) .
gl —q)/to G T =g /t 2=y =Y

o, () e =

Vamos fazer a seguinte mudanca de varidvel:

ou seja,

w(s) = 205) = z(s) = w(s)z(t) + x(t) (5.19)
entao,
/(s) = T05) 2'(s) =w'(s)x
w(s) = T = /(5) = w9l 5:20
Assim,

i /t:"”(“ (™) s S <

1 t
=g / 00 et + 2l — sy

=

1 Paw(s) w'(s)
@P(l_q)/ ( 57 ds < 0 (5.21)



A expressao

z(t)w(s) _ z(t)w(s) + x(t) — z(t)
w(s) +1 w(s) +1
z(t)(w(s) + 1) — z(t)

Substituindo a Expressao (5.22)) na Desigualdade (5.21)) temos que

e 0 1) e

Integrando a expressdo [5.23] pelo método de partes segue que

(=t glt—g)
g YT g
du = z(t) (1 — w(s)l—i— 1> w'(s)ds

w = mg/(uﬁ) W/(s)ds
- w10 [ (v - 255)

= z(t) (w(s) — In(w(s) + 1))

Entdo temos que

1—gq) )
_ [x(f [w(s) — In(w(s) + 1)]]t g /t z(t)w(s) — In(w(s) +1)]
(1 —q)(t —s) w LT(=q) Jy (t —s)rtt
_ [x(t) [w(s) — In(w(s) + 1)]] z(t)[w(to) — In(w(to) +1)]
I'(1—q)(t—s) ot I'(1—q)(t —to)
q fa()w(s) — In(w(s) +1)]
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(5.22)

(5.23)

(5.24)
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Vamos analisar a indeterminagdo s = ¢ na primeira parcela da Desigualdade (5.24),

2()[w(s) — In(w(s) + 1)]

O =)t — )1
C U a()e(s) — I(u(s) + 1)
(1 —q) st (t—s)a
_ 1 lim z(t)w(s) — z(t) In(w(s) + 1)
D1 —q) = (t— sy
IS 2(s) — 2(t) — z(t) In (;gg) 0
[(1—gq) st (t—s)1 0

Como resultou em uma indeterminagdo do tipo % podemos aplicar a regra de L’Hospital,

y
F(l — q) slig (t — 3)(1
I S i ()58 5
[(1—gq)sst  q(t—s)r!
. (1-28) w/(s)(t = )10
= li — 0
I(1—q) s g

Portanto,

2()[w(ty) — In(w(to) + 1)] q /t z()[w(s) — In(w(s) +1)]

N (t — s)at!

T(1— )t — o) M- q) ds =0

ou equivalentemente,

>ds <0 (5.25)

a(to) —a(t) () n (”;((tg)) . /t 2(s) — x(t) — z(t) In (%

I'(1—q)(t —to) S T(1—q) (t — s)at!

0

A Desigualdade (5.25) € claramente verdadeira, portanto conclui-se a demonstragao.m
5.2.1 Estabilidade Assintética Local de E°

Proposicio 5.1 Se %, < 1, entdo o ponto de equilibrio livre doengca E° é localmente assinto-

ticamente estavel.

Demonstracdo: Para provar a estabilidade assintética local de Fy em €2 para Ry < 1 e consi-
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derando que S = N, e V) = N,, vamos considerar a seguinte fungao:

V(Sw, In, R, Su, I,) = (Sp — Sp — SP log %) (5.26)
h
(Ni +m)(pn + ) 0 01 S
I — 8% — 8% 0g =2) 4+ 1, | (5.27
+1y + A (Sv S, — S, log SS) + 1, (5.27)

Observe que V' € uma fungdo positiva definida, logo pelo Lema[5.2]existem fungdes o e

B de classe K tais que
a(||(Sh, In, Ri, Sv, 1)) < V(Shy In, Rny Su, L) < B(|(Sh, In, Riy Su, L) |])-
Usando os Lemas (5.4) e[5.5) temos que
a Sh
soiv(e < (1-3) 015+ S0t

h
(N +m)(pn +7) 1_5_3
/B'UbN'U SU

(Nn +m)(pn +7)

C Mg
BN, oD

) “DIS, +

S0 b b
= (1 — S_:) (MhNh _ b Sply — MhSh) + ( B Sply — (pn + 7)1h>

Ny +m Ny +m
(Np +m)(pn +7) [ Bub ST — i,
ﬂvva Nh—i—m

N 0
) (S (v s )
Ny +m

5UbN’U SU
Sh (Ni +m)(pn +7) S0 Bb Brb
= (1-=2 N, 1— =) u,N, — Syl Syl
( Sh)“h "R, ( sv)“ N, ot S
Brb o o (No4+m)(un+7) ([ Bub
I, — I, — _ v
+Nh n mSh (ttn + ) — pnSh + pnSy, BN, Nt mS h

(Np +m)(pn+7) ( Bob o (Nn +m)(un+7) ( Bub
3,bN, (Nh —{—mSUIh) * 3,bN, <Nh —i—mSUIh)

_(Nh+m)<ﬂh+7)ﬂv[v B (Nh+m)(uh+v)uvsv L W £ m)(n + )

0
3,bN, B,bN, BN,
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Sr_ Sh (Ni +m)(pn +7) Se Sy
= (2-22_20) N, 220 _ v N,
( Sh Sh) fnsn B,bN, 50 g JH

Brb (Np +m)(pn +7)
+Nh+mNhI” (ke + ) In + (pn + ) BON, fioly
(S =51 (Nn+m)(pn+7) (S, — S9)?
= —upN - va
Hnh g0, BN, 505,
(Nh + m)(:uh + 7) ( bQBhﬁthNv . 1>
/Bvva o Mv(Nh + m)Z(H’h + 7)
Sp =507 (N +m)(un + Sy — Sp)?
— _,uhNh( h h) - ( h )(luh 7>/,LUNU( )

Sgsh ﬁvva SSSU

(Nn +m)(pn +7)
/BUva ,uvlv (RO — 1)

= _W3(Sh7]h7Rhusv7-[v) S 07

+

em que

(Sh — Sp)? N (Np +m)(pn +7) (S, — SY)?

Ws(Sh, I, Rp, Sy, I,) = unN, Ny 5.28
3( hydlhy, Llh, ) HUhiNVh 525h /Bvva % SSSU T )

(Np +m)(pn +7)
BubN,

ILL’UIU (1 - RO) : (529)
Pela Equagio (5.28) e pelo Lemal[5.2] sabemos que existe uma fungéo ~ tal que que
’Y(H (Sh, [h; Rh, Sv, [v) H) Z Wg(Sh, [h, Rh, SU, IU)

Logo,
SDIV(t) < —v(|(Shy In, By Sus L))

Pelo Teorema provamos que E° € assintoticamente estdvel em €2, ou seja, se a hipétese de
Hy < 1 for satisfeita e quando ¢t — oo, entdo as solugdes do sistema convergem para o0 ponto
de equilibrio livre da doenga £y em uma vizinhanga. m

O teorema que trata da desigualdade entre média geométrica e média aritmética (LIMA,
2010) serd importante para verificarmos que as funcdes utilizadas no proximo teorema sao

positivas definidas.
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5.2.2 Estabilidade Assintotica Local de E*

Teorema 5.3 (Desigualdade de Médias) Se {z,7s,- - ,z,} é um conjunto nio vazio de ni-

meros reais positivos, entao

Proposicao 5.2 Se R, > 1, entdo o ponto de equilibrio endémico £* é localmente assintotica-

mente estavel.

Demonstracao: Para provar a estabilidade assintética local de F, em 2 para Ry > 1, vamos

construir a seguinte funcao:

S 1
L(Sh,Ih,SU,L,) = (Sh — S;; — SZ 10g S—z> + Cy (Ih — I;; — I;: log [—Z)
h h

I
+c3 (s,, — S* — S*log §—> + ¢4 (Iv — I, — I log [—>

v

com as seguintes substituicdes:

_ 5hb _ Bvb
Nh+m’ N, +m

, CL =C3 = BS;];, C3 = C4 = QS;;I;

Por outro lado, L é uma fun¢ao positiva definida, logo pelo Lema existem funcgdes

a1 € oy de classe K tais
al(“(shajhaRhaSva)H) < L(Shajthhv‘S'UaIv) < 042(H(Sh7[h>RhaSva[v)H)'

Usando o Lemal5.5|temos que

S* ]*
SDIL(t) < BS:I(1—22)SDis,+ps:r(1—-L)SDin,
Sh I
* ]*
+0S;T? (1 — s_> SDIS, +0S;1; (1 — ]—“> $DII,
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9
== BS:I;: <1 - S—:) [/LhNh - QSth — ,U,hSh]

*

I
+8S, 1, (1 - I—:) [0SKL, — (v + ) 1n]

R L

[*
vosic; (1- 1) 9500 -

v

da equac@o [5.11]no equilibrio endémico, temos que

/thNh = QS;;]; + ,uhS;;
,Uvau - BS:]Z + MvS:
SrIx
(3 + ) = 055

SxIx
/’Lv = /6 [;;h



IN

§DIL <

5%&(

+BS: T (1 _ L {QShI 05T I’l}

S*
Sh,

)

) [QShI* + ,uhSh —0Sy1, — ,uhSh]

S*
+OSIT? (1 - s_> [BSIT; + p0S* — BSuT — 115S,)

+OSIT? (

8511 (1 -

+OSIT?

+5S5 1 (1

+OSI I (

—Mhﬁsoj];

Nlc*

i’

Sy
Sh,

{55 I — BSIT; ”

) [GShI* GSh[ — ,Uh(Sh — S;;)]

- —) [9Sh1 0S;I? I*]

> [BS5 Ty — BSuI, — po(Sy — Sy)]

1)

(Sh— Sp)?

Sh

{55 - B80T
S*

I I
+0BS: T} (1 - I—h) [Shlv — S h] 11,08; I
h

+08S, 1, (
—Mhﬁsqj];

+OBSII; (

+OBS.I (1

_ 2
(Sh Sh) QShI*

—Mhﬁsifﬁk

—0BS:I; ST {—1

_opsi: K

(Sh

S*

v I

+08S:I; <1 — —h) (SpIF — Spl,)
Sh,

(Sy = Sp)?

Sy
]*

* X Tk * ]
1 - s_) (S Iy — Suly) +0BS, 1, (1 — I—) [5 I,— S Ih[ ]

v

I*
1— 2k

*

(2

Sh

— Sp)?
Sh

(S, — 55)°

— 1,057 I
H h*tv S’u

*

(Sy — 5)°
S

)]
)i

v

+0BSII <

I*
) Spl, — 08S:I; (1 ) Sy
h
]’U * Tk I: * Tk
_ T) S, — 0B8S; I (1 Iv) S

]*—
’UI*

I,

Sh I;; h S*
Rt R
sﬁ( Ih)I* T3, T

Sy I
it | (=5 s (1

Iy
h
S I
S@)szh (1‘17

S*
Sh,

+0BS; T (

S*
1— 2o
S

(2

I\ 1
12|
(1) ]
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) (SiI7 - SuL)

) (SxIy — SyIp)
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_ * *(Sh_s;;)2 * *(SU—S:)Q
— /’Lhﬁs’u‘[h Sh I’Lvesh[v S'U
—0B8S I ST { L+ + -1+ vt I* 1}
IS,
—0BS: I} {Shlv — 81, — Spl, hfh }
h
38,1
—0BS; I {Svlh S — S0, + S "]
Sy — Si)? S, — 8r)?
= sy I gy (eSS
Sh, Sy

Sy I, Sy I,
Sy Iy S, I

—0BSII; ST [ + Py

< —ﬂhﬁs;‘f;;—(sh ;hSZ)Z — 10, 1;;_(5v ;vS;“)2
= —uhBSSIZ—(Sh ;hSZ)Q — 05, [;_(Sv k—qvéﬂ;“)2
—0BSI ;ST E ‘; + ;:g:; + 552 —4

= —W;5(Sh,Ip,Rp,Sy,1,) <0,

S, — S* 2 Sv — S 2
W3(Sh7[h7Rh75U7[U) = Mhﬁsgjz% —+ MvHSZ[;%
h v
S¢Sr  I:Spl, I:S,1
IS LS |+ 5+ T Y T 4 (5.30)

Sh Sy ]hS*]* IUS:];:

€ uma funcdo positiva definida. Além disso, o segundo produto da ultima parcela da Equacdo

(5.30) ¢ positivo pelo Teorema [5.3] pois a média aritmética ¢ maior que a média geométrica.

Logo, da Equagdo (5.30) e pelo Lema[5.2]temos que existe uma funcdo o de classe K tal que,

Ckg(H(Sh, [ha Rh: Svalv)H) 2 W3(Sh7 Ih: Rh7 Svajv)-

Portanto,

SDIL(t) < —az(|(Sh, In, R, Su, 1))
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Pelo Teoremal5.1|provamos que E* é localmente assintoticamente estdvel em €2, ou seja,
se a hipétese de Z, > 1 for satisfeita e quando t — o0, entdo as solugdes do sistema convergem

para o ponto de equilibrio endémico £, em uma vizinhanga. m
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6 SIMULACAO NUMERICA

Nesta secao apresentamos uma simplificagdo do Sistema (5.11)) para facilitar no pro-
cesso de simulacdo numérica. No trabalho de Santos, (2014) é considerado o mesmo processo
de modelagem, entretanto, o nascimento de vetores € posto uma taxa de recrutamento.

E possivel obtermos um outro Sistema de Equagdes Diferenciais simplificado equiva-
lente ao Sistema . Fazendo as substitui¢des R,=1-S,—1,eS, =1—1, e considerando
as populagdes relativas reduziremos o sistema para trés equacdes diferenciais fraciondrias nao

lineares em termos das varidveis populacionais relativas.

( — — bN, — -
§DJS, = uh(1_sh)—]5:+ Sil,,
DI, = vs I — I, 6.1
0 tth Nh,+ h (ll‘h_{—’y) € ( )
C NIT BubNy, S =
DI, = 1 -1y — u,l,.
( 0 Nh—i—m( o) In = pol

A Razdo de Reprodugdo Basica para o novo Sistema de Equagdes Diferenciais Fracio-

ndrias (6.1)), que foi utilizado para o cédlculo dos pontos de equilibrio, é dada por

% o b2ﬁhﬁthN
N (N m) 2 (e + )

Os pontos de equilibrio do Sistemal6.1]livre da doenga e endémico sdo, respectivamente:

= 3(1),7(1),7(1) = (1,0,0) e endémico: E? = S(Q),[(Q), @) com
h h v h h v

5@ _ S+ M oy Xy —1 - (% —1)
h 29 h 29 v 2 :
b+ M2 b+ M2 R (d+ M)

em que

b= bByNp, ’MIV"‘/%_
fro(Np +m) [h

Teorema 6.1 Seja (S),,1;,,1,) uma solugio do Sistema de Equagdes Diferenciais Fraciondrias

com condi¢do inicial (gh,jh ,Tv) € Rf’r e 0 conjunto compacto

Q= {(gh,jhj@> GRiIOSgh—FT}ZS 1,0§7U < 1}.
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Entdo, {2 € um conjunto positivamente invariante e qualquer solu¢do iniciando-se em (2 € glo-

balmente definida e tnica.
Demonstracio: A prova deste resultado € uma consequéncia direta e imediata do Teorema 5.2}

Observaciio 6.1 O fato do conjunto €2 ser um conjunto positivamente invariante para o Sistema
de Equacoes Diferenciais Fraciondrias [6.1] garante que €2 seja também um conjunto positiva-
mente invariante para o sistema [5.11] devido as restri¢des impostas nas equagdes, sendo assim,

o Teorema é valido.

Para verificar a validade dos resultados obtidos, foram realizadas simulagdes numéricas
em relagdo ao ponto de equilibrio livre da doenga E*' e endémico E? do Sistema de Equacdes
Diferenciais Fraciondrias para a Dengue. Na tentativa de investigar a estabilidade global das
solugdes do sistema [6. 1] foram utilizados as ordens fraciondrias e ordindrias, 0,9 e 1, respectiva-

mente, e quatro valores iniciais que tornam o modelo bem definido:
a) a: (gh(o)ajh(o)va(o)) = (0716;()’10; 0720)3
b) b: (S,(0),1,(0),1,(0)) = (3,92 x 107%,1,73 x 107%;3,83 x 1079);

¢) c: (S1(0),1,(0),1,(0)) = (0,40;0,60;0,40);

d) d: (S,(0),1,(0),1,(0)) = (0,90;0,10;0,10).
6.1 PONTO DE EQUILIBRIO LIVRE DA DOENCA E'!

Para o quadro simulado foram utilizados os valores para os parametros apresentados na
Tabela[Il

O efeito do valor do expoente fraciondrio ¢ foi simulado para um tempo de t = 200
dias. O valor para a ordem fraciondria ¢ foi 0,9. O ponto de equilibrio livre da doenca €
E' = (?S’,Tf),ff)) = (1,0,0). De acordo com os valores da tabela 1| o valor de Z, < 1 ¢é
Ky = 0,664.

E possivel perceber que as solucdes simuladas do modelo fraciondrio convergem para
o ponto de equilibrio livre da doenga £ independente dos quatro valores considerados para a

condig¢do inicial, podendo considerar estabilidade global sob o ponto de vista numérico.



Tabela 1 — Valores para os pardmetros do o sistema de ordem fraciondria da Dengue.

Parametro Valor
bh 1,44 x 107!
Ly 0,28
Ny, 225.530
N, 2,86 x 108
Bn 0,075
B 0,1
v 34,28 x 1072
m 1.200
b 0,8

T

Figura 5 — Dinamica com o valor inicial a.

Fonte: Do autor.

&

Figura 7 — Dindmica com o valor inicial c.

Fonte: Do autor.

Fonte: Adaptado dos valores disponiveis em Santos, (2014).

L L
) ) w w )

Figura 6 — Dindmica com o valor inicial b.

Fonte: Do autor.

) a E] E] i
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Figura 8 — Dindmica com o valor inicial d.

Fonte: Do autor.
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6.2 PONTO DE EQUILIBRIO ENDEMICO F?

Para o quadro simulado foram utilizados os seguintes valores para os parametros apre-
sentados na Tabela 2l

Do mesmo modo, como na andlise numérica do ponto de equilibrio livre da doenca,
serd verificado o efeito do valor do expoente fraciondrio ¢ foi simulado para um tempo de
t = 3000 dias. O valor para a ordem fraciondria ¢ foi 0,9. O ponto de equilibrio endémico é
E? = (?22) ,722) ,Tf)) = (0,019; 0,00059; 0,0017). De acordo com a Tabela o valor de %, > 1
¢ Xy = T,18.

Observamos que na Figura [0 para ¢t = 1000 dias e a ordem da derivada fraciondria
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Tabela 2 — Valores para os pardmetros do o sistema de ordem fraciondria da Dengue.

Parametro \ Valor
I 8,57 x 107°
Ly 0,25
Ny, 64.580
N, 296.000
Bn 0,75
By 1
v 14,28 x 1072
m 6.000
b 0,8

Fonte: Santos, (2014).

——
=0

L L L
W =] F £ e El w

vvvvv v Figura 10 — Dindmica com o valor inicial
Figura 9 — Dinamica com o valor inicial a. b.
Fonte: Do autor. Fonte: Do autor.

¢ = 0,5 a solugdo ja apresenta convergéncia. Ja na Figura [I0] podemos ver que a solucdo

converge para o ponto de equilibrio endémico.

e ppisciansl

——
e

S — —— == 0 = =
o Er B o A BT
Tomaa (i) Torpo (i)

Figura 11 — Dinamica com o valor inicial Figura 12 — Dindmica com o valor inicial
c. d.

Fonte: Do autor. Fonte: Do autor.

Nas Figuras [T1] e [I2] foi simulado o que ocorre com as solu¢des para ¢ = 3000 dias e
condigdes iniciais b e ¢, respectivamente. E possivel notar que independente do valor inicial,
temos que as solucdes simuladas convergem para o valor do ponto de equilibrio endémico. As
oscilacdes tornam-se mais visiveis de acordo com a escala utilizada quando o valor inicial é

relativamente proximo dos valores do ponto de equilibrio endémico.



127

005 T T

——=sH
—MH
0045 v H

0.04 _

003

Mirmera populacional
o o
=) o
= 2
o il
T T T
| |

o
=1
=1
@
T

A |

1
o 400 1000 1800 2000 2500 3000
Termpo (Dias)

Figura 13 — Dindmica com o valor inicial b e ordem da derivada ¢ = 1.

Fonte: Do autor.

Além disso, € possivel perceber na Figura|l3|que com o aumento da ordem da derivada
fraciondria a convergéncia torna-se mais rapida, porém com maiores oscilacdes como mostra a
Figura[I0] Com isso, a variagdo da ordem possibilita um amortecimento na convergéncia das

solucdes do sistema.
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7 CONCLUSAO

Neste trabalho foi inicialmente estudado um sistema de equagdes diferenciais fraciona-
rias para a infec¢do de Dengue. Para isso, foi necessario estudar a teoria de Calculo Fracionério,
passando por sua origem, resultados mais fundamentais como integrais e derivadas de ordem e
até as ferramentas necessdrias para desenvolvimento e resolugdes de equagdes de ordem fraci-
ondria, como por exemplo, a Transformada de Laplace. Sendo assim, foi necessdrio o estudo
e apresentacdo da teoria qualitativa de equagdes diferenciais de ordem nao inteira, incluindo
a unicidade, existéncia e prolongamento de solucdes para um problema de valor inicial, de
maneira a apresentar uma generalizacao do caso ordindrio.

A primeira proposta do trabalho foi apresentar uma nova demonstracdo dos resultados
de prolongamento e existéncia global de solu¢des de um problema de valor inicial fraciondrio a
partir das hipéteses de resultados de existéncia e unicidade. Desse modo, foram obtidas novas
provas desses resultados utilizando e adaptando as hipéteses gerais de um trabalho ja disponivel
na literatura.

A segunda proposta foi estudar resultados da Teoria de Estabilidade de Lyapunov para
aplica-los em um sistema de equagdes diferenciais para a infeccdo de Dengue, devido a peri-
culosidade desta doenca e assim, estudar o que acontece com as solu¢des deste modelo quando
o tempo converge para o infinito. Usando a teoria de comparacao e desigualdades diferenciais
para sistemas de ordem fraciondria, foi possivel complementar a prova de um resultado sobre
o comportamento assintdtico local para pontos de equilibrio livre da doenga de acordo com os
valores que podem assumir a razio de reprodugdo basica %, que é um valor limite que pode
determinar a dinamica local e global de alguma doenca epidemioldgica, pois concorda com a
Teoria de Epidemiologia Matematica. Com isso, foi provado analiticamente que ambos 0s pon-
tos de equilibrio livre da doenca e endémico sdo localmente assintoticamente estdveis. E por
meio de simulagdes numéricas realizadas escolhendo-se mais de um valor para a condi¢ao ini-
cial suspeita-se que a estabilidade das solucdes sejam globais, independente de uma vizinhanca
escolhida do ponto de equilibrio.

Outro resultado obtido, consiste nas simulacdes numéricas comprovarem os resultados
tedricos de estabilidade assint6tica e mostram que velocidade de convergéncia da solugdo do sis-
tema de ordem fracionario esta diretamente atrelado a ordem da derivada fracionaria adotada, ou

seja, a medida que se aumenta ou diminui tal ordem, introduz-se um sistema de amortecimento
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na velocidade de convergéncia das solu¢des em relacdo aos pontos de equilibrio.

Como trabalhos futuros, pretende-se adaptar e generalizar os resultados tedricos da Es-
tabilidade de Lyapunov em um contexto global, que € atualmente um problema em aberto.
Além de utilizar conjuntos de dados reais e compard-los com solu¢gdes simuladas. Portanto, a
execucao deste trabalho foi fundamental para contribui¢do na literatura, ndo apenas para pes-
quisadores da drea de Ciéncias Exatas, mas também para bidlogos, epidemiologistas que tem
o interesse de estudar o contexto analitico destas doencas, podendo ser aplicadas a qualquer
outra doenca que possui transmissao horizontal por meio de vetores, como Zika, Chikungunya,

maldria, febre amarela, doenca de Chagas.
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